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ВВ~ДЕНИЕ 

Одной из 8..1{туа.nьНЬtх змач теории динамических систем являе~ 

ся объяснение и иссл~цование явления динамического хаоса . С точ­

ки зрения качественной теории универсrльньrм критерием хаоса 

сл~ит наличие грубой гамеклинической кривой Гlуанка.ре . Соответ­

ственно этому однЮ4 кз ваJКнейших инструментов исследован-ия СJIОЖ­

ной динамики является изучение глобальных бифуркаций . К их чис­

лу относятся 6и-;уркации негру6ых гомокJtинических крИВЬ('( Пуан­

J<аре, бифуркации гомоклиническо.й nетли седлофокуса , 6ифуркации 

гомоклиннчеrких траЕкторий негру6ых состояний равновеси~ и nе-

риодицеских дв~ений , 6иmкаци-;..{ гсwоклинически..~ контурс:з с нес­

колы<ими состоя:нr.~.ш равновесия или периодическ~w..и дв~ениями , 

би:;_,уркации букетов гомоклиническ~а кривых и ':'.д. Особы~ интерес 

здесь предстаБ.~'lяет задача о би;_уркациях букета из двух гомокли-

. нических 1<pиntrx ce;i.J:oвoro rpyбor) сос1'ояния рn.вновесия . 3то яв­

ление встречается ~ модели Лорен4а [5- 1], в различнь.rх чоделях 
из rи,г..родинамики,ра.:::,иофизики , теории лззеров, теории н~равноDес-

нойrJiазмыит .д . (см . (g- 13] > [17 -20];> 
[ 4 g] ) • Отметим , что этой задаче посвящён ;яд теоре-

тических и числе~~ исследовани?. . 

Известно, [ 1.-> 1J l.f] , что системы с гомок.линиче~.кой крив­
вой седлового состоЕНия равновесия бывают двух nринципяально ра~ 

.пичньrх тиnов .мн систем первого тиnа характерно ро:r.де:-.:_;~а одного 

периодического д:в~ем-ия при ращ-еллении гомоклv.нУiческо~ nетли, 

для систем второ-с тиnа ( случа:й седлофокуса с иоло"'!':.ит::льной 

седловой вели~""У.~ой ) - Н8.Личие с.ложно~ динамики и мноr:юбрэ.зие 

би~уркационных ~в..~ениV. . 13 настоrщей работе рг.ссыатривг.ются 6и-

1уркации CИC'r€:U С .::ЕумЯ ГОМОК..'1ЮН!ЧеСЮ1МИ К!JV.ВЬL."'МИ седле. nс-:'"'ОГО 

тиnа. 
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Цусть динамическа.я система Х имеет грубое седловое 

состояние равновесия о и две гомоклинические к О тpaeJt-

тори. и : r{ и с1. Не уыеньше~ общности , можно считать , что 

бли~айший к мнн~ой оси корень "( харажтеристического уравнения 

СИСТ€ЫЫ В О ~шеет поло~ительную часть , т . е . седлевая ве-

лищtна отрицательна . Системы nервого тиnа. выделяются условием 

[ 2 Ч ] ' что действителен , некра:ген, и что осталь-.. 
ные корни хараятеристического уравнения лежат да.льше от мни-

мой оси , чем ~ • При этом неустойчивое многообразие W 1.f 

точr:и о uu 
дел11тсн неве.дущим Гtодмногообразием w на две 

области . Будем 

Тог..:а либо r1.. 
ВЬГ(О J,ЯТ ИЗ О 

nредполагаТЬ, ЧТО rt И ['1 не Ле"!'\Э.Т В 'W ц~. 

и f:1. ле:ч(ат обе в одной из этих областей и 

, касаясь друг друга, либо они ле~ат в разных 

областях и в.-·-ходят из О в противоnоложных наnравлениях . 

Соответственно тому , бу~ет ли .вещественным или мнимым ~-

6ли '!:?...йший к мнимой оси корень хараttтеристичесi<ого уравнения 

с о-;рицательноfl деiiсr:вительной частью, будем называть О сед­

лом или седлофокусом • в случае седла траектории ri и r 1 

мог:.~т входить в о т~~~е либо касаясь , либо с nротивоnолож-

ных направлений . Таким образом , мы сталкиваемся с различными 

ва~нантами nоведения гомо1<линических траекторий и их взаимно­

го ::асполо'111\ени.я : 

I) Первый случай (см . рис . I) , когда ~ и ri и вхо-

дя-;; в седло и вь.rходнт из ceЦJla с противоnоло~ наnравлений -

т.F.. "восьмерка" - встречается уже в двумерных динамических 

системах . -4J~Я конкретных систем на nлоскости он рассматривал-

ся Е [ i 1, 1 8 ] . 

2) Второй случа.Р. (см . рис . 2) гомоклиничесю:.я "восьмерка" 
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седлофокуса с отрицательной седловой величиной . В теоретичес-

ком nлане этот случай частично рассматрива.лся в [ i S 1 • 
3) Третий случай (см . рис . 3 , -1), когда гомоКJiинические 

траектории с одной стороны подходят к седлу , касаясь друг дру­

га , а с ,цруrоИ стороны - с противоположных направлений , - т.н . 

"бабочка" . Он вызвал наибольший интерес исследователей, в ос­

новном в связи с моделью Лоренца . Частично рассматривался в 

[1Ч, 1 1,22J. 
4) Четвертый случай - другая конфигурация типа "бабочкаt• 

(рис . 5) - встречается только в систем~х размерности четыре и 

вь~е и ранее никем не изучался . 

Все множество разли4··ньrх конфигураций можно разбить на два 

класса: к первому классу относятся букеты, в которых гомокли­

ничесi<Ие траектории выходят из седла в противоположнь.JХ налрав­

лениях (рис . I-3) , ко второму - букеты , в которых гамаклини­

ческие траектории выходнт из седла , касаясь друг друга (рис. 

4-6) . )...ля систем первого класса в насто.mцей работе показано, 

что nри возмущении таких контуров ро~.даетсл один или два пре­

дельных цикла , либо одна или две многообходных гамаклинических 

кривых: седла , либо гамаклиническая кривая седла и предельный 

цикл , либо квазиминимальное мно~ество . Изучена структура воз-

н икающих здесь квазиминимальных МНО'ii\еств, показано , что они 

топологически эквивалентны квазим.инимальным мно'\ествам т.н . 

сnецимьного потока Черри [ 2 3_. 31 J на двумерном торе и ес­
тественным инвариантом служит число вращения . На языке рядов 

~эри [ 3 2] nосrгг· .... классиi:икация рождаrощихся nредельных 

циклов и гомоклиннческих петель по харnнтеру И'< вло~ения в ок­

рестность ис-ходного rомоклv.ннческого контура . ):.;Iя двуnараиет­

рических семеВств общего поло~ения r:остроены 6ифуркационные 

диагрв.ммы (рис. 9- 15) . 
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~я систем второго класса для случая седла (рис . 4 и 5) 

показано , что бифуркациок-rtое множество содержит канторавекий 

пучок бифуркационных кривых (рис . Iб-2I ). В сектора.1С , ограни­

ченн:ьrх бифуркационными кривыми , неблуждающее мно~ество состоит 

из седла , гиперболического мно~ества , эквивалентного надстрой­

ке над ТМЦ с конечным числом cocтoJlliий [ Ч 1 ] и траекторий, 
О( - предельных к гиперболическому множеству и ~ - пrе­

дельнь.гх к седлу . На бифуркационньrх кривьrх пост~оено описание 

неблу'!UJ.ающего множества на языке нидинг-инвариа..1--1ТОВ [>3-3 1--]. 

Кроме того в работе ПОFJЧен р~ вспомогательных резуль­

татов , из которых самостоятельное значение име~т докаэ~тельст-

1 
во С~/щес'гвования инвариантно:'о С - многообразия для гоllокли-

нической криво~ седла , а та.к..::е получение оцено~ любой степени 

тоv .. rюсти для nоведения решеюiй системы ди;IЧ,Jере:1циальных урав­

нен~~й вGлиэи седла. 

По матервалам диссертац1-н1 оnублююваны работьt [ 31- Ч 1.1 , 
основные рез~r.:rьта.ты докла..:::::ывались в [ Ч 2 - Ч 6 1 • Перейдем к 

подробному изло"\ению резульr.:атов . Работа состс~~т из трех глав 

и nuиложения . 

Глава I носит вспомогательный характер : в ней производит­

ся сведение зацачи к исследованw:а некоторого с~ображения: на 

сеhJПЦей . Параграф I посвящен первому шагу на цути такого све­

дения - лостроенwю оценок дrtя nоведения траекторий динR~ичес­

кой системы вблизи седла . 

В § 2 построены оиенки для отобра:кения по траекториям ди­

нэыичесt:ой системы вблизи о;:ной гомоклиническо~ кривой седла 

(теорема I. 2. I). Эта тесрема носит стандартны/. характер {см. 

[ 2 J 2 g] ) , новым здесь ~s...::~ется то , ч·rо ограничения, которые 

обычно накла-:~;.:;мтся на. ~•~с'Гему в ви::,е требования неразенства 

Н'J .. :r• некото~ь.--х велищш, ~рwулируются инвариы;тнь:v. обр~эом, 
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как J'словия трансверсальности некоторьrх подпространств в 

касательном nространстве. Мы не будем здесь пр.иводить г-сомоэд­

кие 'tормулы из теореw.ы I .2.I, воспроизведем только лемму I.2.I, 

необходимую для дальнейшего изло~ения . 

Рассмотрим семейство С У - гла.~ких ( 1' ~ 3) динамичес-
ких систем х/" заданных на гла:-.. ком ( dj. d l() - мерном много-

абразии и гла::J,ко зависящих от некоторого набора nараметров f" • 

Gредполо~им, что XJA имеет Г!Jубое состояние равновесия О 
~1~ ~~-

типа седло с ц - метрhЪLМ устой~швым и "' мерным не-
~ 14 

.устойчивым МНОГообразиями w,. и wf' • Пусть А~ (f-l}' ~·/;-<) 

{i::1, ... ,d
5

j- j= 1" ... cl~} -корни характеристического уравнения 
.1 

системы в седле,~ >..JsfO)~ . _ ~ ~ At.lO)~Ol.R._(fto)5 ... ~ 14 :faY{o) 

Пусть 
./!> 

d - ра3мерность 

ва то есть, более точно, 

устойч11вого ведущего по,цпространст­
/6 
~ - ТБ-J<ое целое, что fZ.. ~ 1 {о) =-

Jfц_ 
• hналогично оnределим. ~ 

размерность неустоИчивого ведУЩего nодпространства. Введем в 

окрестности Vo седла коордwr1ать.: ( х , ~ 
1 
и, 1Г) так, 

~ ч 
чтобы уравнение Wr было (И= О, ?Г= О) ,Wf<- (Х=-0, ~=О), 

d .5 d,{) 
( - ) - мерного устойчивого неведущего многообразия 

'W s> - • l :х ~о ц::; О v=-0) ( d ч - cl./tJ J - мерного неустой-
1-" J 1 

чивого неведущего многообразия W ~и - (Х::;: Q ~ ~о1 U.-=-0/ • 

Обозначим через ( d х, J~" ,/и,. .lгг) координаты в каса-

тельном пространстве. 

Лемма I .2.I . Динамическая система 

в касательном расслоении системой У.,.. 
с "С-1 инвариантные - многообразия 

,....., 

Х ~ , индуцированная 
, ю~еет единственные 

w,u- , w~"... , w~"-- , 

= 

н 

W~ , В!Хделяемые ТеМ, ч-rо В У';, ОНИ За..J,а.DТСЯ уравнениями: 

w;. .1 U==OJ 1Г=-0, d'!J=- Нр ... (:Х:~~)(;;)!' \111;: { :ХоО, ~:о, 
J.,. 

- ("'Х) J ++ d и..= Н_. ( 1.1 •IJ J11 1 W + +. I и-= о ZF=-O clu-;. о du=-0
1 
ах то 1-1 1 х ц.)all.. 

u ' , lv 5 > tJ- - 2 ' • ' f Jo ~ 

-- ------------------=-= 
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w,.ц- - : ~ х =- oJ d :;: ()
1 

d х ~ о 
1 
« ~ = о, « ц:: н}А~ ~ tи~ vJ с1 (f 1, 

'Z~e н; (0,0}::: ~ J.l~- {~ 0)~01 lfr~~(O" О) =0" 1-/)A--(tJ_. tJj: 0. 

В § 3 nроводится ре.nукция задачи о би·~уркациrо: систем с 

двумя гомоклиническими кривьиv1и седла к задаче меньшей размер-

ности для случая, когда rомоклинические траектории выходЯ'!' из 

седла в nротивоnоложных наnравлениях . Пусть Х d и - двyna­
r-t"1-~1 

раме трическое семейс•rво динамичесхих систем класса С> , 

о jS -
имеющ~~ состояние равновесия тиnа седло с а 

J'Ц ... 
а - мерным неустоичивы•J многообразия-

.J (11 
ми . Предnоложим , что в обозначениях § 2 и = 1 , то есть 
мерным устойчивым и 

У1 (f') вещественно и ! { (jA/ < f2t k"2 'fJ. Лредnоло·ким , что 

nри jA-:: 0 МН01'00браэИЯ W! И wоЧ nересекаюТСЯ 
ПО ДВ]"М ГvМОКЛИНИЧеСКИМ КрИВЫМ rj. И r_j , Н~ лежащим 
в Wuu О 

и выходящим из в противоnоложных напраълени-
о 

ffX . ПредПС..'IОiКИМ такr-:е' что для лыбой точки на r1 или на r.i 
wц 

касательная к о nересекаетс.я с отвечающим дннЕой точке 

слоеы многообразия W 1-
o трансверсалъно . 

Пусть v - малая окрестность контура r1 () r_ 1 1)(} 

Теорема I .3 . I . Система У./"' имеет отталкивающее ин-

вариантное 
_t.> (i. + 

(" -+ 1 J - мерное - многообразие Н~ та-

кое , что: I) 

ние над м + 
t-

~ V Г'_ 1 lJ О с li; , 2) касательное расслое­

содержит w; ' 3) любая траектория , не ле-

·"{ащая: в м +-
? 

t nокидае·r V за конечное время: . В случае , 

седлевая величина 6 ~ ~ ~.t ~) -r У1 {fA) отр"tща.тельна 

оnределяется единственным образом , при этом при jA :; о 

является устойчивым многоо6р&..> ...• t контура. r! V f?
1 

vO 
м .. 0 в том смысле , что любая траектория из ,., ст~емитсн к 

r1 v r. 1 v О пp'Vi L .. ... с.с 
Зrоlечание I . Пре.цnоложv.м . что в ситуации теоремы I . 3 . I 
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( -вещественно), и r ·J входят 

навстречу друг другу , касаясь ус::-о11чнвого ведущего на-

у в v 
8НТНОГО с {-
ком ле;;r:ащая в 

М 0 '=М 1 /114-r JA ~ 

Х;л обращением времени, показывает наличие 

nритягивающего ( d ч+ i) - мерного инвари-

многоо6ра.зня М - п -f" ••. юоая траектория, цели-

v , Jiel!ИT на двумерном многообразин 

• 

Замгчание 2 . В случае систем с одно~ гамаклинической l<ри-

вой Г утве}~мение теоремы остается в силе . В случае, хо г-

да Л i (f} вещественно и некрэ.тнu, r не леаит Б w:J, 
б (о и СРnаратрисная вели1..t-ина А г.оло1!tительна, мно-

Mi 
Г" определяется однознащ1о и nри 

етс~ устойчивым многообразием конт:,rра. r (/ о 
ЯDЛЛ-

• 

Результат о существовании устойчивого инвариантного мно­

гообразия у гамаклинической к седлу трr.е:стории или пары гамо­

клинических траекторий имеет самостоятельное значение , посколь­

ку очевидно, что поведение таких многообразий нарццу с инвари­

антными многообразиями циклов и состояний равновесия игр~.т 

определяющую роль для динамики систеыы. 

В главах 2 и 3 рассмотрены собствы-:-но бифурi<ации контура, 

образованного двумя гомоклиническюJи к:;;~вt.n.щ седла. Кг.к уже 

отмечалось, здесь есть два случа.ч - ког.::а гомок.тrинические тра-

, 
е к тории зы:ход~т из сгд..ч.а. в противо::оЕоi!.Г-::хл направлениях \РИС . 

I-З)t этот случ~~ рассмотрен в г~~зе ~' ~когда они выходят, 

кась.ясь друг дрjrга, (рис. -1-6) , Э?'J':' с.::;учай рассмотрен в главе 
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В § I главы 2 изучены предельные мно~ества, могущие ро.к-

даться из контура при возмущении . Цусть х~ - двупарамет-

рическое семейство динамических систем класса С 3 
, имею-

щих состояние равновесия О типа седло с ol!;- мерным 

уст·ойчивым и dч- мерным неустойчивым многообразиями. Пред-

положим, что для Х~ выполнены условия тeope~llit I . З . I , то 

есть , что ~1 {f-J < Ь. r2 f14/ , что при f< :::.о W ~ и W; пере-

секаются по двум гомоклиническим кривым r1 и Г:.t , не ле-

w чч о 
:'i\ащим в 

0 
и выходящим из в противоположных направле-

ниях' что для любой точки на r1 или r_i. 
~ересекается с отвечающим данной точке слоем 

тrансверсально, и, кроме того , что седловал 

касательная к W ч 
о 

многообразия \V/ 

величина 6 <. О • 

Б силу теоремы I .3 . I система Х' ~-' 

но е {с!> f-1) - мерное многообразие 
имеет гладкое инвариант-

М; тщюе, что JJюбая 
V\ ~..~~ 

т~аекто~ия , лекащая в ,,~ , покидает у за. конеч-

но е время . С другой стороны, любая траектория из М~ не 

nокидает V при f ..,. +С><' • В связи с этm-1 дальнейшее 

ljассмотрение будем проводить для ограничения х~ lм t- • 

ч f' f 

В силу трансверсальности пересечения VVo с /Ч 0 по 

(см . теорему I.З.I) многообразие м; 

пересекается с w ч по двум траекториям: ~ lt-J и r_i (ff) . 

Рассмотрим по следа :ательно сти точек { Pi / f<) 1: ,'~ и j ()_ J j lf<!J}, ~· ~, 
в которых 

\V ~,.&< 
/" 

r1 lfЛ) и Г'_ 1 lf) nересекают некоторую секущую к 
цилиндрическую поверхность П ( 

• 1 

J . :: + {;;><) 
l 

eCJiи f'1 ( f") не является гамеклинической к О , в nро-
тнЕном случае j,' конеч1-н Р i. . , Е W; ~ /) Г/ ) 

J.: 

Положим ~ :: П () М; . Пусть ( Х~ ~-- ц~ u) - координаты 
--------------------~---------------

* Заметим, что в главе 3 цля удо6ст:Аl;. доказательства сл,елано 
обращеюю щ1еУ.ени , то есть се n.ловая величина 6 поло-...;ительна 
и ;>омоклинические траектории касаются друг друга у;:.е при стрем­
лении к седлу . 
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в Vo , вве..:.еnные в § 2. главы I. Поскольку \v'; содер~ит­

ся в касательном расслоении над М~ , то ff ~ в V: зада­
ется уравнением в1~1а 1Г=- ~ < l(" х" i};f') • В связи с этим координа-
тами на ~ елужат .IA и ( .Х, ») . Очевиднс, n.:;;ресечение 

\V 1
" «< !l П задается уравнением ?А = О • Будем счи-

~ 

тать для оnреде;:е~1юс·rи , что Г',· (f"J выходит из О в сто-
. 

рону l ~( :> О (см. рис . ?) • Обозначим координату11точки 

р. · ljJ на L: через lA i j {fA) • 
l) 1 l +о-о 

Определим последовательности j 3 lfA) = l J Jj (JЧ) J/: Q и 

1_1 1~) :: j )_.f j ~) 1J-7: символов алq_авита J ~ 1 _, ~ 1 J следующим 
образом: 1) stc {jA)= i ; .2) если 1 ~) ~ j/ ' то 
S l' J t',i·! 3) . 1 ../. s ) о 

i.j (ft' = •JI( а -~/ ; если J i r r-~ t то 'j {fA = nри 

j ') i/ (заметим, что и{·, j 1 ~) i о при 1 ~ j ( s( 1 

' 

r j:J-' 
так что слово l 5,) t.fll)j _ ~ не содер·кит нулей) . 

Б случае, ,если Гf . t;_y 
i l J- J• 

то слово ·~ .". s,j t~; )j:~· 
воз вращается в седло при f ... -#....-=> , 

будем называ:rь -:илом гомоклшш-

ческой траекторrп~ Г:. ~) • Периодическую траект::>рию систеt..r;ы 

ле;:tщ,-о в V и rомотопную в V гомоклинической 

траектории типа , назовем циклом тиnа .-) • Тиn периоди-

ческой тра.екторiш определяется с точностью до t:"1~клической пере-

стаnовки сю.шолсз. 

Построим rte.!:oтopoe двоичное дерево 1 следующим обра;зом: 

в первую вершин:_; nомести;.t пару символов ( i , - 1 ) , от нее 
оnустим стрелки :в верш~ ( i , - 1. i ) и ( ·1.- i, - 1 ) и тЭJ< 
далее , no правУ.:::,• = из вершины ( р, ry ) прос-одяте я стрелки в 
вepillm11:! ( р, 1 р ) и ( р lf-

1 
~· ) (здесь р" и tf·~ - конеч­

НЬlе с.i1ова алфаsr.!а i -·1, 1! ) . Пару :конечнъ.rх C!lOB а..11фавита / --{., J 1 
назовем доrгJСТИJ.Г-Iй , ес..х.и она. стоит D одной из ЕЕ:ршин построенного 

дерева . Па1-·у бес::~нечr:ьrх влре..оо слов ( р , Cf- ) назовем допус-
-:оимо~ , есди с;у-щёст~ет r:ос.,;"'iедоsательность доnустимых nё.р конеt.nШх 
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слов < р~, 1,. , ) таюг.<, что все РУ/ являютс!! ~s-~иксами 

р 1- n - nре:;иксrош f ' длины р ,., и 1·" ~~ремятся 

к бесконечности nри rz ..., -=о и для любо го Yl пара ( р" ~ '~ tf", , 1 ) 

nринадлеJКиrr· г.одцереву с начВJiьной вершиной ( р ,, ~ tf., ) • Сло-
во --5 нг.зовем допустшi.Ьlм , ес..тrи оно является элемен'!'Оы одной 

из допустш.~х пар . 

,Uля конечного слова · j а.пфавита { - 1, 1 J На30ЕЕЪ~ :1 ЧИUЛ0!.1 

вртцения" ( ( "~ ) отношение числа е11,иниц в слове к д.ш~е слова . 

,4ля бесконечно!'о слова -~ :: 1 s. 1 _,.._ 
l )]J : O чеrез "У ( ~) обозначим 

f:wz У ( { ) · l ~: ( ) 
./'-.од~~ (. J )J : J 

, если он существуе;т . Заметим: что если 

в ' J заменить иа-;цую пару ( р .. {f ) на пару tн~сел ( ·r r f~ 'rf:Jl) , 

то nо~...Jится 11:ЗВf стное дерево ilэри иэ теории uеnных дробей (см ., 

наnример t f 3 2 ] ) . 
TeopetA9. 2 . I . I . При достаточно ммнх f{ l..> - г:ределыюе 

ыно·;:ес1,во любой траектории , ле":ащGй в V , содер'!.1~'1СЯ в мно-

~~;'стве _f'2 f' - 38МЬIКSНИИ '!'раеКТО! ИЙ r1
.1 frJ И (7_ J f;A} • S7

1
A 

состоит нз точки О ~~ : либо I) двух устойчивых на М~ nе-
риодически-л траекторий и траекторий r1 {fA} и Г!.j f~) t ~оторые 

стремятся ка:ща.я к своей nериодической траектории, .. 1ибо 2) одной 

устойчивой на t1 ~ периодической траекторi-ш со стреу_-:r_щимис.я 
• 

к ней ri (~j ·и r.j (f') t лнбо 3) ГО~ОКШ1НИЧеской к D траеi<-

тории rf lf) или ~1 lf') и устоr:чивой на н; ::ерiю~ической 

траектории , к которой стремится оставшаяся траектория Г', (fAJ , 

либо 4:) двух гомоклинических к о траекторий , ли6о 5) гомо-

клинической к о траектории 

щейся к ней ос'!'авшейся трсекторией 

rj (~} или r.j frt/ со стреr.ш­

~· (~) , либо б) континуума 

незамкнут-r:::r:< устоr~чин~zх по QvaccortY трАектор~А~. YcтoЦ'C"ii;\IX no П)Аt<см 
ПР\.4 t --4~ (р~-У(Т0&4ЧЧI')Ь1Х1 

траектор~tV. ri. t,мJ и r_'i {fi) и одной )·стvйчивой 

по Пуассону пpii t ~ --..о ( Р - - устойчи&J й) -:рsектории 

из W ~ • Ь лослед:-1ем с.луча.е Л f" является за:.v.--r:-rа..~:н€м любой 
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своей траектории , кроме о • 

Периодические и го~.юклинические к О траектории могут 

иметь только доnустимые тиnы . В случае наличия пары лериодичес-

Ю1Х или гамаклинических к О тр:lекториИ их типы образуют 

допустимую napy. в случае ' когда ri f;AJ и r.i. (jAJ р +_ устой-

чивы, пара бесконечных слов (1t (f")" 1_ 1 (fAJ) допустима . 
Независимо , но nозiКе нашей публикации [ Ч О J , часть тео-

ремы 2. I . I , касающаяся оnисания допустимых кодировок периодичес­

них движений , nолучена в [ 1 61 , при дополнительных огра.ниче­
зн 

ниях на систему (потребована возможность С - линеаризации) . 

В § 2 изучена структура кваэиминима.лы1ых множеств, могущих 

рождаться nри возмущении данного контура . Получена следующая 

Теорема 2.2.1 . Пусть для сис•гемьт Xfl r jf/4) и [7_1 (f;p:_ 

устойчивы no Пуассону и t (1 j (~J, )_ 1 t;O)== t{x • Тогда ХрJд,м то-
поло гичесю1 эквивалентно ограничению на квазиминимальное мnо"Кест-

во специального пото1tа Черри [? 5., 3 i ] с числом вращения 1 11 
• 

В § 3 nолучен ряд технических результатов , мы их здесь не 

приводим . В § 11 исследоваhъr биЧ:.lJГркации контура ТИПЕJ "восьмерка." 

(рис . I ) , то есть , когда Л i f;цJ вещественно, Лt (;AJ > f«J.2 ~ , 

п r vV ~ ~ о i и _
1 

не леr.сат в .о и входят IЗ с противо-

лолоЖНЬL"'< направлений . Предполагается также , что в точках f71 и 
11 " 'о) wo-'-1 касательная к ~ пересекается со слоем транс-

версально , или , что эквивалентно , что сепаратрисные величины А .1 

и , определяемые формулами (1 .2.25) или (1 .2.3) отлич-

ньт от wуля . Кроме того, здесь и в последующих параграфах предло-

лагается, что семейство х~ трансверсалыю в · пространстве 

динr:1.шческих с:истем nленке систем с двумя гш'''"' ' 'линичесi<ими кри-

~) :~ 6уд~м называть Л t' 
мно·".еством 

в этом случае юзазиминимальm..rм 
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ВЬ!МИ Се.:_.т!а) и что при JA;. - о я~1яется :vмоклини-

• 

'Iео:;ема 2 . 4 . ! . В рассматр;.шаемом ~лучае ..QI"' не мо~ет 

быть кsаэinlИнимальным м.чо"tсством и при f" i О не моу;ет состоять 

из двух гvмоклиничесюr< кривJ~У- седла . S случае А 1 :>О 

могут 6:::ть циклы только типов { 1 j , i -1 J и f 1-1 J 
ционна..q диаграмма nриведена на рис . 9) • В случае А 1 t. С 

циклы только тиnов { JJ , !-J],{l~Jj, ~ i~llj(p~~c. IO). 

AtLO, А-5"0 - ЦЬКЛЬI только 'ГИПОВ :11 ' f-lJ ,il -1} , 

, А-1? О 

tбифурка­

,А-s.'>О­

В случае 

f(f-JJiJи 

{ (-JlJ •1 1 ~ ( j ~ 11 / скз) , ПЛОСКОС'l'Ь r_с.,рамеТрОЕ (рис . I 1) разби-

вается на счетное число областей криВЬL~оt.и д 1. -! , д -1 1 , vИ_ J r L • 11 tt , 

.A~t-~ 1 14\, .i(i-i-IU-1>"".-"~lH{-НJ~. На кривuх .. A<t~1 н --"Ц-11 nри At.<i/,~ 
.4.(<0 мно-..ество .sl~ содер~~~т точку О и одну гомо-

клю·шческую траекторию седла тиn~ f1 -:_ J ил~1 t -11 J соответствен-
Л f1 с-одержи'!' 

о , гомою1иничесi\у:О r< сед:!:}" тра.екто;.ию тиr:а '.) и пе-

риод;iческое двi-rкение , общее для облас:-ей, раз.:еляемых биtуркаци-

ОННОЙ кр~~БОЙ . 

S § 5 исследованы бифуркации KOriFypa тиr:а "бабо~а" (рис. 2), 

Т . е . КО:'Е.а А i (f"J вещественно, f4 ~ 'l /j-A) ..:_ ~ { (~, , r1 {0) И 
n ( 0} W 5) {J-' _1 не ле~ат в 

0 
и вхо::,ят в , кг.~ая:сь друг 

друга . П~едполагается также , что сепа.?атриснt:;е величr.:-{Ы А1 и 

А-~ отличны от нуля . 
Теорема 2.5. 1. Б случае 

в o6 .. -:ac':'i1 fA t >О~ f:.... ( О 

AL>O. А. 1 >С (см . ~jис . I2) ~ 

[ { {, i-! ~ , в облас'!'И f l '?О , /~ - 1 >О - один Е.Шкл типа 

{ i ) , g о6 .. 1асти f 1 <-О , р _1 1. о - один ци:..:.п типа { -11 • 
f-1. t. о/ 1~-i >О 6ифуркаr.!7:::нное l".ножествс п-редставляет 

co6r.:~ ::а..:.rтоr:свский сучок крнвых, сос·~·о.сnций из счетноN числа линий 
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JJ. 1 , на которых .fl_r содер~ит о ~ну гомокJшническую к седлу 

кривую тиnа 1 , и континуум линий существовз..чия: нвазимини-

мальных мноRеств. Область устроена следующим образом : I) для Jlю-

бой допуст;tмой t:ar.ы конечньгл слов Р и q с)"-ществуют л1шии 

vUf и .)< 11 2 ) в секторе , ограниченном этнми лr<..нию.ш лежат 

линии vur1 и r./../11' , причем vUpt лежит мewJ7.y ~.i.'lf.· и v!< ff 
а v().'ff - меж.ду др и .J.Af 'J· , 3) в секто~е, ограниченном 

линиm-tи JJ f 1 и vUryf ) множество Л tA содерт:;ит единствен-

ный ЦИRJl jp rf 4 ) ДЛЯ прОИЗВОЛЬНОЙ допуСТИМОЙ nары бесконеЧНЫХ 

слов ( r 1 1) существует ЛИНИЯ vf.( Р .. f!JJ , отвеча..i\JЩf.:J{ существо на-. 
ЮtЮ КВ8.ЗНМИНИМ8.ЛЬНЫХ t.~O .еств : ~j (J-fl = r И ~-! ~}:: q nр:и 

f ~ .. )-<cf,1) Лер_ 'fJ МО'':еТ 6ыть nостроена как t;·,'"' м" .. :: 
= f:t."т ..,;/( 1 и где tt~, cf"j - nос_чедоl:\ательность доnустимых 

пар, аnnроксимирующих ( р" 1 ) . В случве Д! > О , А -1 с О 

(см . !ШС . IЗ) cym,ec'l'BYIO'l' ЦИ:КJJЫ тольхо тиnов { 1} , { -1 J и 

[. 11., J ( 1 Ё ''~ t ~) • Плоскость nap::u.ir..тpoв разбивнетел на сче7-

ное число облаr~тей линннми JJ ( , .М- 1 , Л 1. 1, Д. J 1 r1 " v(( 1 - J ·i ,., 

{ [ { V1 < ~? ) Л/"" на J./ 1 содер::-нт одН)' гамо-

клиническую r:риву10 типа. /11 , а на остЕ.Льных .1иниях Sl,_. 

кроме гомокдl\ничесr:ой кривой содер;;:ит цю<л, общий дяя Cf'KTO}JOB , 
n 

разделРеМЬ:""Х линиеi1 . В случае . А i 'О А- 1 <О Сjt"Щестзуют 
циклы типов 1 ! ) { -J ~ и 

1 
• Плоскость nараметров 

приведена на рис. I~ . 

В § б рассмотрен слJ--чай , когда А 1 (ft} комплексно , 

~ ~ t rf') =- f4 >.2 (fA) / fl.f ~; (f!.l (Г :..2 ~- -·_, d~) • Предполо.гается , что r1 

не ле~ат в 
1' 1 ~~ 6 ~V.ot + rv 0 t а ТгУ.'КС , ЧТО СЛОИ !.lliOГOO разий 

Теорема 2 .б . I . в рассматрнвае:.юм случае для Се).tе;!ствэ. х~ 

реа.rшзую-гся все ьоэr.~о~ност~' , раэрешеа~е тео!.~емой 2 . I . Т . !Iинии vf/!> 

ра.сrю.лс 3&\еь-ы 
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здесь следующим образом (см. рис . I b): f11 :: о - линия д 1 
• 
' 

/J-1-: 0 - ЛИНИЯ v{)_i ; ИЗ ТОЧIСИ (Ift:: О~ f-l-1 ::О) выходят 

еЩС ЛИНУ! И v{) !- j И v{( -l i !{ОТОрШ::~ D бес!<ОН~ЧНОМ МНОЖеСТRе ТОЧ€1< 

пересею1Ю'.I'ся соответственно с ; и .цмее по 

лравилу : nусть ( f, 11 :t { 1_ - U - допустимая пара конечных слов , 

тогда 

А) Существуют линии viJ1, и vfJ 'f/ , которые лересекаУJт-

ся друг с другом u бесконечном мно·:·естве , причем на любом сnяз-

но~.f I<ускс nереGечения 2) р f't ~ t ( 
ласти определения функций ~ Р и f1 
jJP ~ ifj- (, (f -j)~ ' v({~ : lfj ~ ~1 (f·) J 

~{J и fJJ,_, - об-

задающих vt{p и .)11 

) .J u оесконечном коли-

чествс имеются соседние то~~и пересечения и на отрез-

к е ме'/i{.иу которыми ~ р (f. -) ) > h 1 {fl,) и, аныю rичrю, точкУ! , 
ме~ду ко·горыми hp {1<-J) L с" (f ·j) (Здесь J 

др .A<t 

- символ ( ·1 

ИJiИ -1 ) на который оканчиваются р и f ) . 
ь) Соседние точки nересечения ДР и vU 1. , не. отрGЗI<е 

11 () 

ме~ .. пу которьн.-~и ·~ р > h '} , соединяются дополнительно лшпtями 

-1Arq, и .~{!1Р : 'Ьf(~~ :: QJ1f =- 9JpП9J1 tl{f{-;l {plf -):> (1) f·j;J. 

В) Всюду в области между Мр и .... ~ 1... , где -~ f ' ~ tf 
1\Г.-iо~ество Sl /А содер·кит пару цю<ло в тиnов f р j и ~~1 

Г) Нсюду в области ме~.ду .Ar'f и .JJ 1f существует цrшл 

'I и па 1 р ~) *) 

В главе 3 расс~ютрены бифурr<ации контуров, nолученiiь.rх из 

изобрш::снных нn рис . 11, 5 обраr:I,ением времени . Пусть Х,м - дву-

~ с>-лараметрическое семеис'I'БО гладки·.< ДИJ-Jе.мичесюг.< Gистем 

Eu ( с/> f- 4 4 
) - мерном гладком многообразии, глад1<0 завися-

щи:-: от f .:: (f J 
1 

~. 1.) • Будем nредполагать , что Х f"' им~ет 

сеw.овое состояние рааноRесня О , nрич~м собственные числа 

?t) Чэсть этой теоремы (~-тверж.п,ени~ о том, что здесь встреча­
ю'!сР. nA!J."11 циклов несх доцустщ.·:ых тююn) есть в ( i S J 
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)t; fr'-J J; f f-4) cv.cтeUl:l , .т~неаризова::_чо~ в roчze О 

J·дoВJieTBOpЯDT COO':'HOШeH;~mJ f?~ ); !,J.<) .{ ).t ~) ~ ()~ d~ f,.цl ~ f-.c yJ. ~} 

~~ 6 ,.\ 1 r,uJ + j 1 rl' 1 ;> о . Пpe.!!IIO.iiO~JIJl t ч.то tVos 

nересекrоУГсЕ r;o двум ГО:.!окли.ю~ческ;ru r: о трае-к-

т-:>ринм - ~ и r_ f • Будем nредполагать, что ,.i и гт..~. 
\J.,.'; 

и ltl l( 
,; tJ 

не ле~ат в неведущих · подмногообразия.х мноrообра.зий 

;~ касаются друг друга r:ри -1: ~ r ~ • Пред.поло"!:и:м та.к~е , что 

сеnа.ратрисные nеличины А 1 и А-1 отличньr от нул~. Введем 

::г.к'\е в рассмотрение величины fj-L 1 rr-(. - • Г'l· j и л. • та.::ие, ~70 вы-

ходит из v r;;_ ц ....... u.-'j Б J/;" 1 в сторон-.:~ "'L • _" • удеы счи~ать, что с 1 == • 

судем предполагать , ч~о семейство тра.нсверсг..льно к rU1eн-

:-te -ко размарнести два , ь~д.еленноn вышЕ:перечис...1ен:шiМИ уело виями, и 

t."'ТО nри ~ t ~ 0 xf' имеет ГОМОКЛИНИЧескуп .К t) траекторию , 
е - v rA t//?_ t/o :--омотопную i в ма...1о;1 окрестности r:онтура .. - J • 

Зэдац;.n.: анаJtогич:~о [ ~ 6] на мно":tестзе бесконеч:-шх вnраво 
иосле.цовательностс:-1 сш.rволов Р.л~авита { -) / 0

1 
1 ~ от:-юwение 

nорядi<а. по прызилу: р =- f P:j{:"; ?- q ~ f tJ: i.~,.c: . тогда \\ 
~· ·1 

только тог до , когда для не которого j ( ~" Ai) ( j11• - 11 ) ~ О 

р; :. ~i для все"{ i. t j . }..,ля произвольноН бесконгчноВ nnpa­
_.~._ -:::. J ..А : } _+ t">-

во iiOCЛeдOBtlTeЛЬHOCTri r .> ( "J. J t Чi бссконе~nую вuраво (а 

возмоПiо и n обе стоJ:оnы) носледоnате;хыюсть р -:: { р:) назовем 

~ - .цоrr;стимой , если для любого 
. 
.) выnолнено следу~щее 

требование : I) eC.ilИ ' то { PL ) ;:; = О (..С 

р ·- ~ = -1 .) - о 
, ТО П!JИ J[ - 1 = 1 i Pi j /:; ~ ·) , а при 

, 2) если 

J(_t ==--i 

Jp~ 1 /:; ~ .. ) 
1 . l +с.с ~ .-j 
1 Р~ ; ~ "_ J , 

Последовательность 

, 3 ) если pj:: 1а 

, а пр и §(_ • ~ - 1 .... 

-= - J , то г.ри J(_1 :. :1 

,. 

назовем самодопустю.tой, ес:.и сна 

::опустима. )J.ля произвольной самодопусти:.ю}1 nос..1сдовательности 

~ рассмотрим ниди:нг-сис•rему К и ( '>) : ;)ТО ~t.r.о~ество, 1\О-



торсе содер~ит все nоследовательности р из символов I и (-I) 

такае , что либо р бесконечна в обе стороны и 1 - доцус-

тима, либо 

вательнесть 

либо , если 

либо , если 

р 

р/} 

.. _s 

~~ 

бесконеч:fа 

, либо 

не содер?.:ит 

q~ 
' 
где 

влево и ~ - доnустима последа-

р - nустал последовательность, 

нулей и непериодична , то р = i 
qr - конечна и не периодична , то 

р = tfr • Мы предnолагаем , что элеменТЬI последовательностей 

ИЗ J("' t 1) занумерованы Ta.J\ , Ч'l'О обя.за.'rеЛЬНО ИМееТСЯ элемент 

с нулевым номером . При этом последовательности , полученные друг 

из друга сдвигом , считаются различными . 

;_;.,,я nроизвольной неnустой р f. Ktt r )) 

створбесконе~rnых последовательностей : если 

оnределим множе-

бесконечна в 

' 

обе С'l'Оронъr, то состоит только из 

р 

р , если р ко-

1"'-
неч:на вnраво или влево , то р состоит из всевозt.ю·i(НЬ!х по-

сяедовательностей , которые полJ~?JОтся из Р приnисыв&чием 

соответственно cnl-'aвa или слева nроизвольньтх конечных влево 

и.r.и вправо nоследовательностей нз ~""- (-$) (nриписывание пов-

торяется до тех пор , пока не nол~~тся бесконечная в обе стороны 

последовательность , nри этом не обязательно nриписывать одну и 

ту 'е nоследовательность из kи. {~) ) • Может статься , что в k'ц (1} 

нет конечных вnраво или влево последовательностей . В этом случае 
...._ 

для конечной соответственно влево или вправо р р со-

стоит из единственной поСJiедовательности , полученной приписыва-

нием к р бесконечной последовательности нулей слева или 

сnрава соответственно . 

~ее~ем тоnологию на К'"~ ( ~ ) ; 
близкими , если какая-либо nоследовательность 

оGычн~ы смысле какой-либо nоследовательности 

nос.r;ед.ова'l·ельность изоли:""Jоеа.на. . Зада,цим на 
1 1 (- ,·1 

HV.'= СДВИГа ., ~ r 1 
: ес.пи р: 7. f:) · -. 

1 о с~ 

будем считать 
r-

из р2 близка в 

-
из р1. • Пустая 

K"\l1) отобра·-:-:е-

( io~O,i 1 ~o , 
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. 
БОЗМ0i1..НО , ЧТО l о-: -о- или ( 1 = t с.- ) , то nри t.. 1 "> о 

1 1 1 i.:.ij-l 
Р ;: Pi : Р.- , , 1. _ . 

1 ( - "'"- . 
, а nри i 1 : о р 1 

- nустая 

nоследовRтельность . На fТ'JСТОА nоследовательности сдвиг не­

однозначен - ее образами служат лю<3ые nоследовательности из 

k''< ( ~~ с / ~ -= О • Нидинr - системы { возмо)!!;Но в нес-

колько отличной формулировке) рассмu:rрю~а.nись различными ав-

торами С 3 3 - 3 6 1 , ъ основном в связи с моделью 
Лоренца . Наше оnределение 6ли~е всеrо н { 36] • Неслож-

но наказать (см. наnример [ 2:2 ] ) , что если ") закан-

чивается бесконечной nоСJJедовательностью нулей, то сдвиг на 

к"" { 1} ЭКВИБlUlс:НТен Т1tЩ с конечным числом символов . Обозна-

чим через Л~ множество траекториА системы ~ • цели-
ком леrаицих в v 

( 
1 ,.._ " 1 ~ 

Теорема З . I . н~ nлоскости nараметров flt =-Jto•~fc, j-J.-1-:.-J<..1A.sfl-t) 

vi("f" И vl<,- : f ;.'= j/ l;<) ( l . f { · i, #1!) 

определены nри есех f-~ >О , nричем d~'" ~О?.. J :-
ле~ат \(ривые 

rде 'J ~± 
' и nри f-i. -'1'-+0 стремятся t< нулю вместе со cBOI!tпt 

JtOHCTЭJ.IT81~И Лv.пmица . 
1 1 

Всюду Б области f 1 ( О • ;л. 1 <- О 

_(}_f4- :: l о i ; ПрИ f -; ~ f / ~ 0 лfА = { ri 
1 

(1_ L 
1 

0 J ; 
, 

1 
л о nри fi. = о) f -;, ~ о /"' состоит из 

ческой к О траектории , гомотоnной Г:· Б 
И ГОМОКЛШ!И-

V ; nри 

f :' > О , f : ~ j .~ t;t/) Л /'1 состоит из О , седло-
вого nредельного цак.r.:а. rомотопноr о ~ , и гетероклини-
ческой траектории, (.,J - nредельной к о и 

/ 
~ - пре-

;< >J/ (f<:i ) ДСЛЫ [ОЙ К ЦЮiЛJ.' ; при 

Sl.f-4 состоит из гиnсрбо.пическоl ... ,.шожества , поток на ко-

тором зквивВJiентен нацстроiiкt> нм схемой Б~рнулли дву-< сим-

[:QJln D, ТО Чi<И о ;1 треекториi1, 

npeд~JJlbliЫ>: к траеу.торюrм :~з rиnерболi\ЧеС:I\ОГО мно ества ; Iipи 
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/(_·(. > О~ .f. ~ ( fi-~ ) ~ 1-'-/ ~ j i.- ( fl ~i ) ограничение 
ТОI:ОЛО ГИЧе\.~КИ Эl<Вt~Ва.леНТНО надстройке НВД К"' ( :\,.м. ) со 

вк-1еенным на месте nустой последовательности состоянием рав-

~) ~ 1 
новесия , где -JI-' при ка">!{,I~ом фнксированноtА fA -i при 

изменении J'/ от Ji- (f.:.,) до ;J /. ( ~ -i ) пробегае·r , 
монотонно вырастая , все самодоnустимые значения , начинающие-: ., 

ся с t • Значениям ")~ ~ f О.,_. отвечЕ:.ют с~ктора Up 
ограниченные двумя неnересекающимися липillицевыми кривымм 

(как отмечалось выше в этих сектора.х xf' l.д".... эквивалентно 

Т~Щ с конечным чи~лом состояниИ ) . Значения ~ .r- = -:S , не со­

дер·"{ащие нулей , являются би~1уркационннми , им отвечают липши­

цевы кривые Д~ 

Приве.r:еннал теорема r.с1ностью определяет C'i'PYJ<TYPY б и ~;ур­

кационных диаrрамм (рис . Iб - 21 , см . та...с~е заыt:ч~ние в rл . 3 . ). 

Случай Jt .i ? О <fi_ 1 ;-О (рнс . о) ране~ не рассмат-

ри вал с я . Случал r.--
JL ! / О ft_1 ~ О (рис . 4) в связи с аттрак-

тором Лоренца дLR систем с симметрие~ (Б на2их обозначениях 

это пря:мая f i ::: f<-~ ) рассматривался Е [ i Ч] , для общих 
двупа.рс.метричесю·:х семейств трехмерньrх систем - в [ 2 i~ 2 2 ] . 

в [2 1 21] 
' 

построены бифуркационJ-.:ые диаграммы и исследо-

вгно неблу~ающее ·м:но'13:ество систе:мы при небиQ;-рка.ционныJс 

значениях , однако для значений на би;урка-

ц~юнных кривых Т!Олного описания неб.n:J~.дающего v.но"Кества не 

было получено . Нацо отметить так\!{е , что результаты [ 1 i , 2 2. J 
;;.ока.з8.l111 только для системы , допускающей приве;,ение гладкой 

заменой системы вблизи седла к некоторому сnециальному В)-1.-ЦУ . 

Jf) О на.п,строи:-:а.х , включающих сост"Ояния рв.вновесия , см . [ Ч tl. 
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§ I . Пастроение решения краев е: !1 зада~ "'~ :-zя системы Ещ;•fе­

ренr.:иальных урэвнеr1иn вблизи сед..1а . 

Рассмотрим конечномерную д.инамическу!С систе1.·у Х~ класса С~ 
(~ ~i),гла,nко :заЕ<исящую от некотщюr-о нэбора г.ара:.!етроэ /А. и 

заnанную в малой 6 - окрестнос':.'и состо::wАя раБноееси:: О • 
Будем предлолагать • что О - се,nло с d

5
- Уерным усто;!чивым 

d. u \.15 ц 
и - мерным неусТОЙЧИВЫМ многообразию,rи Jf и WJA 1.роот-
ветственно . Введем коор,синаты ( Х,. И)~ Х Е R ) 'U t:- R '1".91<, 

чтобы вектернее nоле системы nриНF.ЛО вид 

J х = в (fJ х .. r сх, и, fl J 

l ~с= с l f) v. +. G сх, и ~f' J 

в 
s s . 

где ~,чJ - ( d )( J ) -матрица, сосSственные чиела кото-рс;r .i"ieЖl:iT 
1..4 !..1 

елеЕв o·r мни~.юй оси, С (1u) - ( d • d J -?.Jа 'гриuа с со6ст:s~нны1~и 

числами cnpa"9a от мнимой uси ; r и G - mункции класса С~ 
~а; &) / 

i · , о о. ~, 1 ~ О , G f о" о, ~ J = D J IJ (х. и х- с = О 
1 7 ) ' , _ . .... ... 

r. L з]nor:S~SHf' ' ч ~ для ЛЮОЬiХ ( 1- о } 
( 11 f il 5 5 } ,, 2 11 s д ) сущес'!'sуе-г и е,r:шtственна :-рае~то-

огакая , 

:станог~ !1 в О . 1 . I) У жно убедио:-ъся L 3 J . 

(1 . 1 .. 2) 
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8 [ З] ПОК8ЗВНО, ЧТО [ х-: {)•J- ранномерный nредел ~ [ 0 -'!'С-
. t i J (~} ....... 

nолоr•ии nоследовате.1ьН"'с~и фуню..rи~ / Х ~ tJ J, _
4 

, 

nолучае:JЫХ итерапию.. ::ачэлыtой функции { Х ,.1 : о. v'·"= of под 
r.J 

действием оnератора J правых час'i'сй (I .I .2 ) : 
.,..f,,J~ п Bf/"lt~ Ji:e В.fj411t-5}п( , , , 1 ,tlcJ lr 
л. с~/= с- f" 1" ,. Х ( !>)" w {,$)" /"1 а -> 

о 

~~~~~--1~1~1~ ~ .Z tt" tl 
1

) - гладкая функция от 

lf; 7,. ~ ~ ? .~ )AI (класс гладкости такой же , как и у Xrc ) • 
.ЦQ~~~~!~!!~2!~Q-. Заметим, что f Х ~ t1 *) , как траек-

тория динамической систеz..'Ы, гладко зависит от (f Х ftt=OJ: ~!А *"(r-OL!fl 
' 

(в частности , 2 = U *i t- = !) глз.nко зависит от ( f, F, lA Ji.(o)" ~) ) • 

Lтсюда , в силу теоремы о неявно~ функции , ДJtя доказательства 

.'1 еммы достаточна nоказзть, что dzt J;o#~o; l tO. Очевидно , 
достаточно локазать, что ll,. t О) - лиriШицееа функция от 

~ • Докажем это. Из (I .I.З. ) 

~ Х ( Jн t; t - { < А ('J t'-JJ 
l(a /1 ~ k ) е-~ f-.)J ll ·"t:к ; и 11 Js 
1~ о 'd~ 

(I.I.4) 

?rr:GJ Б -
где К= Wl.OLX lfr;u 'w 11-0 rтрк •D · числа d' > lJ и .Л;> О 

IIXII!~IIU.ll.{.д ; 
1 

таковы, что' SpeGf't В {f) с f k ~ L..-~ ~ 
1 
~pe<-t~ Cft)C f 2е IJ/ > ~ J • 

Из (I .I.4) очеви,п.но , что nри достаточном малом К , если 
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') (Х. ( l: u ; r J ~ IJ 

'то и /1 , .1 } IJ .f 1 , CTfCY;:S 
п п 

1 'dfx '.&~ и4~ ·, ~ 
J ":i У) fl- 1.. 

~ ~ . 
{ 

•' lt.J ( ~i ' 
Cтc!J,ne , nоскольку ..{ " Cl ; раЕНО~ерно сха.D~тся 

в { 
0 -тоnологии к { t · ' .... !t f) , по::~"Чае~.·, ч:--:: { х ~ .... и,. J -

лиnmицева функция от • J1ew~·a д.с~езана • 

IlyCTb ЧИСЛа о~ )J L •• · ~ _At.,~. ( { S ~ c!S.) И 0 .с.~~~ ••. .с ~u 

( jl4 ~ d 4) такоsы, что Sp.tct"'- (5, О/ це;rикGм ..:1ежит на комnлекс-
;:::: (. .> 

ных ЩJЯМьiХ f ~ W=- ~с. ~ c>i , а 5рес.. t~ ( to) целиком лежит 
(f. j-jC. 

на пряt.'ЬIХ { ~ 1.V.: ..; 1 ,;; j • 

Зададимся щ:юиэвольными tY> А 1 и (3 > tY1 такими, что 

(3 > ol- ~1.~ о(> (j- ~J.~ «~ ,..J,· ,~ f3 J: ~- ни .r:.л.я каких )~· , dj 

Ниже мы nолуч:им оценки ,пля .Z ~ lf= r} и 2t *(1.:: О) ( а также 
- ~1: -!> ?-

,nля ИХ проИЗВОДНЫХ) С ТОЧН00ТЬЮ ДО е И е 

соответственно. Удобно предварительно ~иЕес7и систему за~ен~й 

координат к некотсрому специальному виду . 

Звметим, ео-первых , что (I . I . I) предсте&iяется в виде 

_i~::: B:t~Jл:(· + f:-i.(X."IA,f'J 

(•:. 1 .... .. ·, ,· ~) 
(I.I.5) 

где Х = { Х 1 
1 

•• • , Т i ~ ) ; U = ( U 1
1 

.•• } Uy, ); .,Z-векторьr 
( Х,· 1 , ... • Х ,_· d~ ) ргзмерносrrи ~ 5 

__ . • ; U j • • -векторы 
" • ч ~~ .. d s 1 s ~.. J ц :: 1" 

{И ~ и. ., ) размерности с/. • ~ : ::- с . ~ ) fJf 
.J ~, ••• ' .) :Jj .) .1 '~ 1 .1 j = 1 

Spcc,(-1. в~ 10/ целиком лежит Н8 прямс1 i '4.. W:: - ..\: 5 . 
' 

Sp€c-·f~ С _АС/ - на nрямой f 4 IJJ · ( j ~ ; t.sатриuы BL· t 0) 

Cj(O) находятся в жордэнавой форме. Бу~еN обозначать 

. 
' 

и 

;\= (JL" ... ) ~.:"') 
1 

'(.,_{~" • •• , t;u.) . По правюiчвстяr-' (I.I.b) 
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стандартньш сбразоv [25] спреде.п.яются отрезки нopЬtaJIЫiO::t фор~ 

систеыы Х,.. 

F'. ~ = В: frJ х .. + -::::::> в~-"~;х.п<ц.-z 
L 0<.(/flf_,~) ~с(~ (lf,(f)=(ltf,~)->.; 

n. 2 о ~ lif·r= YJt.. г_ rzJt.:: Ylj. 
;е "" .} " .. ~ .} е 

Ниже нам понаnобится ряд обозначений . Обозначим 1 h2 t == ~ лt,·; 
( 

1 Yl/ ::: ~ rzJ • Обознзчи., через I t. «' максю.•SJIЫШй набор 
) -

nap целочисленных неотрmательньrх векторов { ,Yt., Yl } , У,I!Овлет-

воряющий условиям : I ) ес.nи { т i rz } <Е I,· со( • то {м_, А ) > D(# 
{ 1 lj- -- l. " { -( fl. t) > t/- )~· и 2) для лю6ых rn " Yl <Е lt r.l, [т J Yl ) с it.(раэности 

<rn L_ f)t 1 ) , ( Yl 1 - ~ t ) содер:!tат отрицате11ьные ксыnонент:I. 

Очевидно , 1~ ol - коне~ Нйбор . Аналот:кчно олре_цеу..яется 

конечный набор J j (?> nap Vf'l и У2. - таких, что { Yl> 't') ~ (3 ~ 
(т., .Х) '> f.>- (j • Для двух целочислеННЪIХ векторов р и 

р ' 6 о - р' р 11 
о означк!.r через г вектор 1 с 

комnонентами р ;' :: l'rt!A~ 1 0.} РЕ- р;) • 

Введем также несколько в~,ьное обознэчеm1е 
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( здесь 11 Х, 11, UИ)I - сбычные нормы вектора , в /lx. 1/ ~ 1/U 11 

вектора , составленные из норм) . 

Теоренв I . 1 . 1 По ~ р, в таJ<Же no тем ).<. t.; ДJIЯ кото-
J 

рых Л,- ~ с( , fj < {> о,nнозначн - "!ТРеделяется ~о такое, 

что если ~ (гладкость систеыы ..А ,.м ) достаточно велика , то 

с J- 'jo oD 
заменой координат класса ( С , если ~ ~ с~ , 
и зналятической , если Х,м аналитична > система Х;Ч nри 

БО.ДИТСЯ К ВИдУ 

1
. !«./ ~ xi :: r:т. т- {7 

( ( 

. ~J ...... 
U.:: /'_ тG 

J ь.) J 

(I . I .?) 

9 rrn't~ t;z 't+ l"c.tfJ. 

11 'd;r "'' ~ll ~ ?f' :11 
(1 . I.8) 

Доказательство : Из теории нормальных форм [25] следУет , 

что nолиномиальной заменой можно nривести (1 . 1.5) к ви,пу 

. 1\J ,...__ /'\ 4( v 
л,:~ -f > r:..~(U,f)X t ~ ~"< (::l;f)IJ.r\.-~: А 

O~(~~ J./~ o( Ot (il/f)<.t~-~ 
(1.1 . 9) 
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,__ -
где ,.,_ .. r 

t-L • ~} удовлетворяют требования~ теоре~~. а функпии 

"" v 
.., 

г ' F' ' 
и - явлЯJОтся бесконечно ъ:алыми ,rrocтa-

точно высокого nорядка ( в смысле оtращения фун~iИ и достаточно 

большого ~Асла ее nроизвод.ных в нуль в начале координат). 

РаспрF-млениеw устойчивого и неустойчивого многообразий сие-

теNЫ до6Dемся , чтобы в (I.I.9) 

Заменой класса , nостроенной в 
""' (I.I.9) все члеНЪl вида ~ (И., r<) Xi' , где • 1 ~ • 

{. - t.. t и 

G,. ('X,f") V~· · где ~· ~ :i , иными словаt.'И, ,nоб..земся • чтобы 
J 

~ 10, ... ,о, т,.= 1. о, ... ,OJ ( V., f}=; О . ( 
' при t. ~ ' 

""' • 1 

G) (о 1 ... / о, V{ j. ;:' J. J о J ... '0) ех. J JA) = о t nри ) ~ j ( I • I • I I ) 

Кро~е того, из [2?] следует (см . ло этому лово,nу также 
[26 ,2bJ ),что гладкой заменой координат можно nривести уравнения 
( I • I • 9) ,liJ1Я тех It, для которых Л (. ~ сх' , v. для U j , для ко­

торых ls ~ (> , nри lJ. = О и nри Т== О соответственно и 

нормальной фор~е (nри этом nотеря гладкости nолностью олределя-

ется эначенияwи ). Отсюда сле,nует, что в (I.I.9) 

можно nоложить 

ноыов 

\
r. =о 
&О 

G)o= О 

nри 

" Ргссмотриы конечные множества 1; t 

X~)ll'\ 
"' таких, что 

v r. 
'" 

(I.I.I2) 

л.. 

t j. 
.) 

v 

• ~- мо­.) 
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""' XMUrtGJi ~ [ 0~(/tf._,).)!c{ И (m))-)u_· ~{nJ~)>(m1J)- ~ - ~j"J 

Х"' И "бlt· ~> {О 4( ( 11, ~)f с<'- ).~ и (r'l.) ~) ~ (W,,).J- ~; > ( i1, t}- ).is} 

(I.I .IЗ ) 

xмvV1E~~/[OL(nJrJ~ ~ и (n,t)-дj':3 (rи.~)J> {11"1}-~-~,·~} 

Z ~/)YI€ '5:/~=-)~0~ (m.),J~(S-~ И (Ж_.))~ (t1)3')-6j>(Ж),) - ~цJ 

( з)Jесь знак 4=-, обозначает равносильность)_ 
""" v 

Введем отношения частw-.~ного порядка на w.ножествах (У I, )И(VJ.) 

( 
\1 ( л.) ;x..l. и..1 ~t .., 2 

и v r{) и v J j : если х v. и х и прина~е-
L J • 

"' v и-< !. 111 i lk 1. ll 2 

жат ( {/ Tt)U ( (/ )) , то Х lA >- Х И тогда и только 
1 J 

(m~Л)>(m~)}, ли6о 3) т 1 ~ m 2 и ln. 1 1 > Jn 21 

~ n'l v "' 
и Х т 1J rrрина,плежат ( l! I.: ) И ( L! 'J.) ) , 

( J 

и (n. ~ t) >(tt.~~), либо З) n 1 =- nz и th1.1}> 1 М 1 1 • 
"\ v л v 

Определим целочисленную функцию е на It t I · ~ ' J · J ' Jj 
так,чтобы 

("1,"\)- ~' -.Ув-1 ~ (n" Cs') ~ (т"))-~~ -О' в А 

nри х f)f z/'7 с= I · 
L 

v (I.I.I4) ( rt J t)- ~ 61- .t ~ ( т , ~) - >-i ') ( t1, у) - ). f) rrpи х"" tA~ с- I.-

(11.,~}- 6J- ~6> - i ~ (m .. ~)>(n)'J-~- Аэ x~ttцYI ~ 
л.. 

nри Jj 

J: "'- Ц "' Е 1/ 

(rn,.~J-te-t 6- (n.,t)- ~ > (m..~~>-3"e при 'Jj 

(з,nесь ~о ~ 'to ~ О ). 

~ nроиэво~ьного вентора ~ (ниже это бу,nут вентора 
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X.=(ZJ.~ ·-·" Xt·~J, l/::fll1~ - ~ liJJ ) , также Г=(f;.J ···~ F:.-~) , 
G .:: ( GJ" ... , G .J ч ) , ызтрии:. (ЛОНИ}.'аемые как вектс.-рэ строк) 

&tчJ= ( g1 (IJJ~ ... J В('~;) и С (1-~.) = {Cl ttt~ ·-·~ C.J .. ~J)из (I. I. 5)) о6означиJ.А 

через н; - вектор , полученны.я из ~ от6расывэниеУ nep-

Bblx(Гt_A) ц: 6 о J. коУл::>нент, а через () f;7 о ознаЧ'АМ вектор. nс.лучен-

ный из Zf отбрв сыеанием всех нсылонеf-!т, начиная с комnоненты 

с но~ером е л : 3; ~ (dJ, ..... !:ie-1) ~ив ::: fгJsJ }iв•JJ . .. J. 
Покажем, что !jffl (И, ;Ч) мож.."iо nредставить в виде 

А """" - ft р • ( lA.) }.,() ::" > А ~· "1 Vl ( lA в, т) fl" t.") ~ t<) и. 
tm. 1 rz ·rlttu11EI< (I.I.I5) 

/'. 

Действителnно , nоскольку функция P,..·l'h. ( a"jJJ - бесконечно малая 

по IIU/1 достаточно высокого nоряДRа, то, очевидно , uоано 

заnисать [ (..ц, ).J- ;\:] 

;:; { ц JA) ~ р . ( [См Н-.\ · ]· - ()lJ.-~. цt-Jf} l~1 6"! t 
r im ''. t. т) flt = ~ • r'll. =о 

1. ' 

(здесь [ ·] означает целую часть). Произведя такое же разло­
/\ 

жение для функций Рии 111 { ц2- ,JA) , затем ,п.ля функций 

r (/А - ) 
i rn Ul! hl) ~ Jf' 

, 1 л 

, которые nолучаются при разложении 

функций ~·.w ft1 {/)2.- J f ) • и. т.д, nолучим, в конце нсн-

цов, формулу (I .I. I 5). Аналогичные разложения верны и ~ 
v "" v 

Pi n t G jп t G ~· tr2 , 

Получаем в результате. исnользуя (I.I.IO), (I.I.I2), что 

(I.I.9) предстаDляется в виде 
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Для доназательства теоремы, очевирно , нужно nостроить замену 
/'.. v ~ v 

коор,nинат, обращаю:дую все ~: tttrt, F;·rn rt. , G i"1i't , GJ·tnив нуль. 
Будем искать замену в виде 

v -
- _);:-----, .л 1 U- ~ >1. D (Х . 1А) J:}'l't l/ 'l ""'-'">" 1 Q. L с. . AJ)X И + "-· .... ~ o~tttnt)Jг 

..;(... . -Л.. - Lll't., \}\1» rl L)>/ f ,.,... .. ~ " ' 
, • Y}f "" , , xft.( ,,к L' 

::t и~-tEI· "' с- i 
~ 

(I . I.I?) 
' v 

______ PJ,.~t'l\.XG>~vn n }J' f}.X')(t/'+ .:>= v ~rнtt(ZI~м,Yl)))JA)X.Itf IA;t 
1:. щ /) Yl~ 3. 1 

) z i\( и "'f: "J.; 
J 

Очевидно, дос~етсчно построить замену так , чтобы лолучилось 
- ~{ ~ 
х с: = 1=\ ( х ~ и ) fAJ т т:', ( х / ц) jA) 

(I . I . IS) 

~ ~ ~ ~ 

где Р и G j удс.влетворяют те~ .. же требованиям, что и А , ~ 
Подставляя (I . I.I?) в (I . I . I5) и сравнивая с (I.I.It5),noлyчaeм 

при учете (I . I .б) , (I ,I,Iб) 



..... -::::: 

+ ....-:"" , С ;yt..., tt"J l :х. fC( и 11
- х. 1(( а ttj t GJ ( )..J и,JAJ = G) (x./-'~f') cr .. r. t: 

O~(jf)~)~ ~J~,,\}=(Yl 1 3) (j , 
Здесъ е Е 0( м,п) i. ) 11 (I .I . I9'~ и {) -= &Ort) Yl , )) .. (I . I . 20); 



1 . 

v ~ it (fA) - У8 7~ИЦ8 ':'З У2Я 1 ЧТО ЩJОИЗВОД.Н8Я ОТ Х Нf tA rz В 

силу .линейной час:-и cиcr:EY'.::.l (! . ! . 5) равна ~"<л~~ х ~ttaи.. 

(очевидно , что спектр ~""... t о) целиком лежит не прямой 

аргумента 

d 
;л 

обозначены для функций 

U ~ nроизвоw.ые в силу системы 

(I . I .2I) 

е ,nля функций а-ргуt.~ента Х; - в силу систеи~ 

(I . I . 22) 

Левая часть (I . I . I9) представляется в виде 

левая честь (I . I . 20) - в ви~е 

.., ,..., 

~ (5 ('Xej-t)+{~ );tмu·~ > ()J~~ ( Ut;j./tf.J ).r"'u-tf S..,~ (! . ! . 24) 
. J~lf 1 • //\(, ... х ~. .. ., "'\~ 

х ~цt: "3 ..( С; )J - " 

Здесь ~ ~ . удовлетворяют тем же требованиям , что и ~ G· 
1..(1. ' .) J • .; J 

в формули~овне теоремы ; ~~гур~wи скобками обозначены коэффипи-

енты в фигурных снобках rrpи ъ•ономах :::t ,..ц 'f в ( I . I . I9) и ( I. I. 20) ; 
~ v ""' v 

функции Q~.ц 01 S.J~«<-т есть nолиНО).'Ы, от IA, f<е~ 'п' > ~l'с ,", и конgч~ого 
" v _, 

числа их nроизводных , причы .. р а i "<>t ~ Sj~or вхо,nят ~ ... AI и ~-щ '" 1 

,ц . ;{ . " ' 
только такие , что ~"( И -< xJ4fь/' ; аналогично Qc:l't(" , S.,)·..ч--t 

V' 

n р"' "'< .. ' ICf " оnределяются через "с""'"' и с«' о( , такие, что Х д < х: а • 
.ЦQ~~~~!~-!!~f!~~-

л ох "i 

Рассмотрим слагаемое в (I . I . I9) RiжJt..(U8 ,,Р) ~4 F;;Cx".,(~/f)a 11• 
Заметим , что в с.илу (I . I . IC) , (I . I . II) r; (.{.,Ц_".и)разлагеется в 
конечную сумму 5 Xt~ J , ( ц ,; (J f .:Z. Х z J { ц 1} 

е '>t. · t t'J tL с, tl ~ ef t. ~JA. · 
" 
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Отсюда следУет, что рассматриваеwое слагаемое nредста:Е..Ляется в 
1 nt 

1 

виде суммы членов Еида t-l i (U.1 X,f<) Х ,где либо /м "J > /ml t 

либо ( m.'J ).) > {h1/)} • Ниже будет показано, что можнj сделать 

так, чтобы функция Ri r'kJt ( а также и R ,· jf.{i1.., Pj 1-f.\h , d j мtt ) 

были бесконечно малыми достаточно высокого порядна. Сr:сюда и 

J{ ( 11
1 

X/fA) - функция достаточно выеоного порядна мал~сти по 11 ц lJ • 

Легно видеть теперь, что 

(1.1.25) 

в фор-
. ,...__ 

мулировке теоремы (высокий порядок мало· сти 1{· по 1 ц/J необ-

ходим, чтобы разложение (1.1.25) не содержало членов =ида 

1/ ( - /1.< ., J Yl 1( lw lf J'( (/ v 
~/. Хе,!Ц~ц, ·;)~)J:: й. для Х а с:;~- • Та:-:им образо~, 
Uц"h" 1 ,l 

для рассматриваемого слагаемого суммы (I. I. I9) имеет Реет о разло-

жение типа (I. 1 .25). В таком случае будем говорить, q:-o слагаемое 
-"" 

раскладывается по мономам из J ,· , большим, чем .Х ~а ц • 

/\ ? 11 

Рассмотрим слагаемое R. ( Иё м) хт...., /J Gь ( .х u ~; . В силу 
l t'}f 1'2 ~ 1 . . v /.,((. -<: 1 / / 

(1.1.6), (1.1.12) оно представляется в виде суммы 

Rirhncиэ)t<JXJЧ ~~t"г Ge. (x:J иlfA)-Cer~ U:~J]+ 
"" - пt'dk~ и' 

+ L R~ """ ( Uв, )А) Х 9li CR щ:;о и., {~J И 
(11'16")=-te, IИ'I> i t 

1 
' 

Первый член, посноль~у [Ge. (X,.4"~J-Get~~/fJoбpaщae·:cя в нуль 

nри Х:-=- О , подобно пре,nы,n.:ущему раскла,llЫвается n·:: мономам из 

L , большим, чем 'Х ~ z./; Рассмотрим член 
"' - rn 9 1l ~ 11., 
Ri ;1A'1. (U(),f} Х nJ: С10 ,lNu • Очевидно, 

'QUt ' ,~ Jl 
~ tt 

сать Б виде R (ив(~ t'l i) ,fA} х l! 
J 1 

что его мо:юiО переnи-

, где tn" . > 111.1 t 
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( vz·: 't}= ( n.~ ~)- df -; (n~ ;r) • Но nоскольку (11 ~4)= ~ , 

nолучае·м {n:й') ==С~~ /) , откуда nолучаеr..с (см.([.I.IЗ), 
t">i 1'(. ~ 

(I.I.I4)),~o Х а Е Ic: , f) (ж." и; t)-== Bf~t.ti)и, так как ln'1/> {И/ , 

то :Х. rn.z./t 1( >- Х ~ l< к • Получаем окончательно, что рассматри­
ваемое слагае~ое cybl)lbl (I.I . I9) раскльдывается no мономам из 
~ щ q 
j i. , бОЛЬс:!ИN, чеы ~ /л • 

Рассмотрим с.лагаемое 'd R. i Жl't [ G; {Х Ив lli Jz)_ G:: (~~Ив цJ] х~ь~ 
'()и(;- С? ) ~ ~ r v /1 , 

Так же, как и раньше. достаточно рассмотреть часть 
"' 'dR,·ncn.[r-- (О t - ,) G- ( о - ;] х tY1 uyt G ь l1 ) Ue 1 И eJ/v- 8 ~ "Ив /)А • О~еви,nно, 
Uв - • т 11нt' 

она nредставляется в виде суммы членов вида R (llecrn n u)J)X И 
' ) ' 

1/\1 1 1 

где у вектора н хотя бы одна ко:мпонентаf21 " ... ,12в(т,n,t)-l неиу-

левая . ~сть vz.;, ( t 1 

~ В{ Y'r1)1)}-1)- nервая ненулевая компонента. 

Поскольку : И t rz. 1

1 
У) > { h) r), то из (I .I. 14) 

(n?)).)-~;.-"t8u14,fl,tJ <: (11.)() + (h.~~ 'К) .С другой стороны, также из 

• Из этих двух неравенств 

с.ле,nует, что расс~.,.а7риваемый член мо~о nредставить в виде 

~., и .-t 111 

(R.fИ;r-ч/-r,~ t/J~)U ).:t-"' U f- , где 1) n_'1 + 11 н'~ rz ' , 2) все 
иli е " /)' компоненты ,, с но-ыерами, мены.nииi некоторого .. > ~ нуле-

вые и 3) { t1(, ))-А,· - d" В'-1 ~(Yl" 'б') t (;-z'n, У)> (11f"J.) -/\~ -16"', где 

()'~ УJ-и"ц (f){м1 n~iJ, е'/) . Отсюда в силу (I.I.IЗ), (I.I.I4) 
"f Jf -f 11 " f л ( {) - ~ ") 

получаем, что Х Ll 6 l.i, и что к (1A(}(J41f,lt(,i.J>fA)lA 

есть функция от U;tщ )f~м·k iJ • Кроме того, так как 
1 1 

lVt+ Vl 111
/ > tn..l 

111 11. f- 1'2 111 >- '"V 1'К .., 1 lt 
' то х и .-'\... tA .таким об-

разом, рассматриваемое слагаемое суыt.ЪI (I.I.I9) также расклады-

вается по монома~ из 
щ 11. 

, большим чем ..Х lA v • 
щ f'{ -

Для суыыы в (I.I.I9) по мономаt.• Z U. t l~ аналогично полу-

чаем, что креме с..'Iагаеи~х в фигурных скобках все оста.11ьные ела-



v 
гаемые С ДЗННLIМИ rn_ И Yl. рЭС1\Л8)1ЫВ8ЮТСЯ ПО МОНОМаМ ИЗ Т( • 

111 't 
большим , чем :Х lt • 

Отсюда , очеЕv.дно , слеnует , что для nервых двух суум в (I.I . I9) 

справедливо разложение (I . I .23) . Ос'l·алось рассмотреть выражение 

• В · { 1А} { 'Х. ~ IA L1.- Х ~ liц ] 
trnl( l' . 

--~~~~~~~70 
О< ин,.).)!~ (111 К')= (Ж, .Н-А: 
Рассмотрим член L Х ~ u lt- ХН< tC~<J , ( lll > ?f)-:::: ( Н4~). J- Ai • 

При по,nстановке в него вместо Х и ~ выражений ( I . I . I?) , мы 

обнаружим , что в него войдут различные произведения членов :Х R , 
л ж' .. ' v , ' .л 

?)t ' R..trn'и.,(?A$~JA}r;x:. и , R.eж'I1,CXё;f)X.Ntllf, ptmiJ'(Xв-~)'l)~1A ~ 
" - rч' и' ,л v -""' t,. 
Р.е nt'nt ( llв: jA} .Х И • Поскольку R , R , Р , р имеют 

достаточно высокий nорядок малости, nроизведения , содержащие 

RtuJ R txJ , Q {цJ Pfx} , RrxJ Pru; и rJrxJ Рtи; , можно 
отнести к il( . Для оставшихся произведений nостроим разложе-

~ v 
ния по мономам из lc: и из I, (в смысле (! . ! . 25)~ Очеви,nно , Ч'l'О 

""' по моноl-.!аМ из I t раскладываются произведения, содержащие только 
л - А(~' v - JC<' lf ' 

Zc , Ц~ , Rе 111 ,п.,(Ив,,f)Хци Peж'nJIJr;'~~}'X t< , а no t-.юномам из 
~ v . JJ~' 1 

li. - только nрои~ведения , содержащие х( ' Ut t RRJ.,;t'и'(J(;'/)X и" 
А ( - .• ~ .. ' fi' - "'' .. , и "'f.ц'~t' 'Хв' ~i.X ц . При умножении к..R114 ,11 , ( l<8 ·,j-4/ Х а или 

v i / J;(f( 

р , (/А-, м}A.:..f4<UIIl на что-нибудь , отличное от И , t-ЪI 
ен-<.t ' (}J{ · 

nt1лучим фуНJЩИЮ высокого порядка малости по /1 И 11 , nомноженную 
щ" 

на Х , где /Jt4 '1 1 > 1 ;и J • Отсюда сле,nует, что такое nроизве-

,nение раскладывается по мономам из , большим , чем 

и , значит , дает nравильный вv~ад в разложение (I . I .23) . 

То же самое имеет место и для произве,nений , котсрые раскладыва­
v 

ются no мономам из l i • Таким образом , осталось рассмотреть , 
1'\ { - ) JЧ ' ~~1(11 

какой вклад в (I . I .23) ,nают выражения RRrn' , l<8f"<'lf' fJ ,f Х 1А , 
.J 11 ( 1 
v - ,ц' 'lf" v J1<.,.A<"'tf' 
PeИ< ~If,{Uвrщ:и:tofA/X uyt' , Rt.и.'и'(X.fJ(i4<.~1{~f.l,fA) х ll и 

Ре ... ·'.;о ( х- ) Х ~~1~ ·ип.' . Первое из них .может nоявиться 
,.. ,. в ( rn ' n ' t 1 ~ f 

1 1 
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- 1$1 - Yl 
11 

только в ;r и 

{ n: 4/ == ( ~ J AJ - J; .: А е - ,.t. . Из nоследнего раеенства получаеы 
(п< А) - t n: if)- )( = (ж~))-(~~))._..~ ,откуда в силу (1. I. I 4) nолучаем t 

14<' 1 л ".. •t't-t" ... , 
что так J<ак Х l<и. Eit , то Х 1А ~ 1; , nриче~· 

f} (ж', n 1• t) ::: е ( 11< ', f1. 
1

,. il( ./ i) , • Теперь, так как 
Н< 1 ~·-.-с• ..<(, "\ л ( _ ~et 1 и.'иt" 

Х и >-Х и ,лолучае}.f , что :9ыражение R.ftt<'"'' t<a("'<;.t;o,)~JX а 

дает праЕИЛЬНЫ1 вклад В (1 .1.23) . 

Аналогичные рассуждения nроводятся для остальных вы~а~ений . 

Формула (I . I .23) доказана, формула (I . I . 24) полуЧается та;он.~ 

же рас~уждения}.!И . Леыма д~каээна . (l!.ы .nоказали лемму в предпо.-
" v л х . 

жении ~алости Q , 1( , Р и /" • Ниже мы остановимся на этом вопросе) 

Из ламыы c.:'Ie,.nyeт , чта д. я nостроения ~ужной замены nоста'!'оч­

нс nостроить достаточно высокогQ nорядка малости '-rункции R. и Р 
!1( "' '\ 

такие , чтобы: ~~я люб~х ~ ~' с I~ выnолнялось 

для 

(где Я -nроизnо,nная F силу (I . I .2I)), и для любых XY11ll"l~I;. 
выполнялось 



(где i -прОИЗtiОДНЭЯ В силу (I . I.22)). 
т 11 л 

Рассмотри~ )lJIR Х И с- I~.. систе~у ДJfq-ференциальных ура в-

нений 
л - ~ 

\

R. = в с~) r<. - R <V"..i\ {{'/ - r:: щ >f ( и{).~ fA) - а".,.,. У\ (и;;~ f'-) 

(I . I.ЗO) 

U ~ ::: С э ~J z~ ~ -t G ~ r о) о/ и~ J ;л) 

Г)lе f) := (j( 111 ~ 11.) t) · 

Cnei<TP линеаризации второго уравнения лежит nри j-<. ~ {) в поло-

се [Г4 t.<J ~ 'О' е J , а спектр линеарv.эации первого уравненяя - на 
оси { ~ W= -.Лl + (УИ> ).}- (Yl> t)J • Поскольку в силу (I.I.I4) 

- >ч· -t (т, ). ) - {и> r) < (( (9 , пол~тчае~·, что (I . I • 30) имеет 
6 /1 

неведущее ~ногообразие R, =- R (·~ ~ ( Ц 61-J р ) , где R.: ~or. Y)IOB-

летворнет ( I . I . 26) . Гладi<ость неве,I!.Ущего ~:ногооб'раэия такая же, 

как гладкость правых частей (I . I . ЗO) . Подобным же образом нахо-
v ~ v 

д.ятся R , Р и Р , удовлетворяю~rие ( I . I .27) - ( I . I . 29) 
~ v 1/ • \ .1\ 

Qrи,... и 5~", (Q.ч.., и )Аt")опрсдfляютсР через Rtfi'•t' 
1\ 1{.( 't ' r)oo rt. 
У~ •11 , ) такие , что _l и -< ..t 1А , то мы 

Поскольку функции 
v V' 

и Р~·.,· < Rl-\t'l1' и 
можем таким образом , nepeXO)lF от ыеньших мономов к большим , пос-

ле)lовательно определить из (1 . I .26) -(1 .r .29) все R и Р • 
,Л V 

Нетрудно заметить при этом t Ч'l'О если nорядок малости Р , Р 
/\ v 
G, и G достаточно высок , то высоким б у дет и nорядок ма-

лости R и Р • Теорема доказана. 
Прежде чем строить nостrе,uовэ'l'ельf-'..ые приближения ( I .. I. 3) для 

системы (I.I .7) , рассмотрим nоследовательные nриближения для 
) 

(I . I . ЗI) 

• 



По~едоsэ7ель~е прибли~ения (I.I . З) ~~я 

th 
г,nе суммы берутся no некоторым конечныt~ наборам инденсов; а:'(·~ и 

<iг) с 
~·~ - неноторые неотрицательные числа t нестридательные 

) (~) (k} ' /) (fJJ 
целочисленные векторы т. t i,~ f; , n ( t ,~ с) , р (j" t; , 

fЙJ f (j
1 

() , таковы , что 

t8> (~J • tiи 
(rz ti, o/t) :: (т t (.. J fJ) ~)- ),· = (!:(:е 

(! .1 .33) 

11 (G; r~' v. Cjn - медленно растущие эксnонены от 
tf ) ~ 

t и 

(nо-казатель роста nри 1\а~дом ~ может быть сделан сколь угодно 
1fu /l ~J 

) , rтричем если ';)?",с -О , то ь L.t 
( t; ( ') 

1/ ~ 1/ малым за счет малости 

не зави сит от ?: , а если ~ [ :(} , то CJc зависит только 

от { i - r) • Начиная с неRоторого io , все члены с ~е ~ <./- )~ 
и с {; je 5 (5 ~ стабилизирую'i'ся , в том с~~сле , что разность 

2 х. t ~ •• t~ х < ь.;, и r 8., f}_ IJ { G.; ; 
щ;и разложени:r по Ф?рмуле 

Ц· 

(I . I .32) содержит только члены с Х~"с > / А<. и ~)·г > {J- ~ • 

.ЦQ~~~~!~-!!~9!~2 · Докажем формулы (1 . 1. 32), (1 , 1,33) 
индукцией по k • При Q:: 1 имеем -r;.tJ.J= е Bi c.;Jlt F~ , 
l/~ е - CjlfJU-·NVJ. • Эти равенс'iU а можно переписать в виде , 

J (J 

соответствующем (1 .1. 32) : 
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г,nе 

( i) (У· - ( (~J) (T-i) 
с. ==е ... ~~ · 

' J f • 
{ {} { 1J ,lJ • ( i о ) 'У>. - ~ -о т t~.. lJ =- о о т.~ ..... о 

GJ-.1..1 - у.) i - ' ,1 J ••• " ) ( , " " t 

( {) 1 1} 11) 
Cftj10,il=(~ ... 1 01 CfJ::1JO:--)J) , fl (L·~ i) = 0 , р l j,lJ::. О • 

Очеви,nно , что (1 . 1.33) выполнено . 

Предположим тепе~ь (1 .1. 32) , (1 .1.33) выnолнены при неко-

тором k . 
в {x {~rll l((kt"f)( 
ычи~лим • v S , Из (I . I .б), {1 .1.3) находим , 
"\~ ( ~ t 1} 

что ...L, ссетсит из сумt-ъ~ конечного чисда слагаемых (rзя-

Jt 8. f<A) !f -S) kJ 1>1 (~) r?_~ 
тых с некото-рыУИ коэ~ициснтами) вида (? • 1 

( Х1 rY) ( ц f>J) CIS.. 
о 

г,nе ( rl ~) = { ж ...\) - \ . 
) ,1 .-л~ (I . I . 34) 

~~x.lf}t-1){ t- S) 
Отсюда , так как е есть медленно растущая эк-



Заметим , что если 
rl; 

~R.e = О, 

УДОВШJТВОJ:...НЮТ ~ CЛOUI110 

. Точно так 'l{e , из ( I • I . 39) , 

зависит только от (! - t ) . 

(I . I . ·IO) 



длст n-. l ·~ tO, и f l~ J) • р t J r1)' а. rb~J: ---а rl, t-.fl Мы доказе:rи, что п r 't ,, ~ т , ~ 
')D(IJ IJ) 

и ч выполнено (I.I.ЗЗ ) . Таккы образом (I .I.32) , (I.I.ЗЗ) 

верны для всех ~ • 

Из (I.I.Зб) видно, что если член с номеро!l { разложения 
(I.I.32) для :;r_fiJдaeт вкла.:r: при вь..тчислении (I .I.З ) в член с 

~~ (. ri: .. J; r~t.LJ rlz; 
номером с в разЛожении для Х,·.- , то либо ~t."t'" ~ ~f .,. Jj 

• / ( J: 1.{) ( 1г) 
(е ели в ( I • I • 36 ) n t О 
(это при 11.. =О : тогда в 

), либо ( >~ и ~,· "е' '? ~-.f 

силу (I . I .34) (m>....i)~_A .,; откуда t'Yl.t.~O 
L 

толы<о при i < i/ ) • Также из (I .I .Зб), если член с номером 
11 ( l J /)/ х. (t~J} 

<.. в И j дает вклад в член с ноыером -с з ~, , 

( " ' iJ fiJ то d?i.t'" ~ '(fJe + ~ (здесь уже не можеог быть Yl. = О ) • 

Аналогичные ~ераввнства ПGJQ,~аются из (I.I.39), (I.I .40) : 
)с t l!f.iJ rJJ ., . >о rtt"~J >о rl; 

1) либо Yj '(t ~ 'l;je 'f)i ' либо J >J н Y j'f' ?-У jf ' 

)о rl~L) 1~; 
и 2) Y jt' ~ :;Е(.-~ -f Aj _ ~(&; "-(~) 

Подытоживая , получаем следую:цее утверждение: пусть ~' и (;J 
~ (Oj ;;. /tJ) 

- такие после,nовательсности , ЧТl' ~... ~О , у . :: О , 
"- ( ~+1) . { у о ( ;:;;- ti..) с;..._ (h} ) о J ..:;; (~) ) 
~о 

1 
.::. Jn I.Ja.. 0 .:f. f f}t (. 1'\. ~ i. . ) ':'1- t. 't c:;t:' L , 

' • • } ) (,< о / C, J L 

"' r !Jt 11 . ,.._ r д.J - t Я; . ~)~ ~ ;) • 
)о. = rrн· и. ( А i "~- J:n ~ rt ( ~, > ~ . ) ; пи 'l У 
'-( 1 l) ..) • 1 

.) .1 ) lJ 

р () (~ (~Jl 
Тогда, если для некоторого .ft на ft? -ой итерации в { Х ~ Zl J 

t ~) ~ (~J tвl '-'(RI 
стабилизируются все члеhЬI из (I .I .32) с a?ie ~ ~i и с ~j e ~~?j, 

( о о (luu ---(eto 
то на tг+ 1) -ом шаге стаб~дизируются все члены с ;р. ~ ~- , 
>о ( R ~ iJ s:; ( t ~ о с r..t "- r 1-) t 
у jf { у j • Поскольку с ростом h все ':1!;. 

~ (~} 
и ~j стремятся к бесконечности, то из данного утвержде-

ния сразу сле,п.ует утверждение теоремы . Теорема доказана. 

Перейдем к рассмотрению полной 

Отбросим в разложении (I.I.32) для 
системы (I.I.?;. 
~/t)из теоре~~ I.I.2 

м r8oJ ). 
все члены с d::. ~е > ()('-.. ,· , а в 1А _l i?o) - все члены с 

J 
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• Результат о6сзнаmtм соо7ве~ственно через 

• 

Теорема r . : . з . Решение i х к., t1 1 краево:t задачи (I . I .2) 

для системы (I.I .?) nредставляется в nиде 

j 
*" uj ,..__ JI-Xo = Х. (_ 1: о с- ~ и м) + х о { f· ?- ~ и и) 

~ t. ." "' r ~ tt ,. / ' ' / У " /,) 1 .. 

кj -~ u.Jf :: 1f о t t; t
1 
~ h J.J.) 1- ц . tto ' ~ 1/) цJ 

J J У .J L 1! . .J " 1 "f 1 С 1 / · 

( I. I . 4I) 

где 

/ "'- ~ J 
, Zl; 6 ( ( J 1 

- гладкость системы (I . I.?)) 
1 1 1 

и ,D.Ля любых неотрЮJательных целочисле~~ых fi1. , Vl , р , 

для векоторого N > О • 
82!S~~~!~~~~!~2 . Рассмотрим щ:юстранство У фующий 

rx ц) . ( ~=LX1 ••• iXor) )U=((/1 .. UJ·~)), nредставимых в 1 / / l " 1 ' .1 

виде ( I . I . 4}: ) : 

i 
Х {t; т, '], 2

1
!')-= ?<- и.j {t.; 'с 1 ~, '2j") t ~ lr;~ f 1 '2,;") 

ц L f-. т 'F п LJ.} = U tt J tt; < 
1 

t: '2 j<J 1 ц ~r,.o t. 1 f,. ~, f') 
1 1 r 1 t1 г· Т; 1 

и удовлетворяЮQ!Х нерввенетвам 



где [ -достаточно малое положительное число , ;V( . ) 

некотсрая nоложительная достаточно быстро возрастающая фун~~я 

t 

1 
целого аргуrлента . Заt-.~етим , что так как О~ t ..: с , то из ( I . I .42) 

следует (I.I .42) . 

~~~~~-I~I~e При на,nлеж-ащем выборе Е и N(. ) У "<f7 ~У 
"'\ 

(где .J ~ - оnератор правых частей (I .I .2) или (I . I.З)~ 

.ЦQES~~~!~~~2!~Q~ Для nроизвольной }.t_. ц )- -j .{.к~. )_~ llцJ, ij r.ас-
смотрим разность ~{{~ц!)- {xк~lii{Jj • Очевидно, нужно покr.­
зать, чта эта раэность удовлетворяет (I.I.42) . Из (I . I.З) , 

' ( I . I . ?) получаем , что L -а я комnонен'I·а иоор,n.ина•гы Х этой 

разности преfставляется в виде 

{ е В i Crft ~- + ) е В с (f1 J tt-S) Р/ ( Х ttJ ($} ~ IJ. к.J ( sJ, f) d S - :Х. i и J) + 
t с> 

+ J е Вс: ifA) lt S) [ r'i. 1 

( х пJ(S) т х {S) ~ v. ~i {$) f UtSJJ f}- P/t х ... j(':>)/) чf~f) ]d~ т 
о 

t 
t ) е 6~ lflu-sJ ~'(х ~<1tsJr xrs;,u~<Xts; tfrtsJ)jJJ d> cr . r . 4з) 

о 1 

(~,nесь через q обозначен отрезvк нормальной формы (I . I .б) без 
и1 1 "..._, .., ..., 

линейНОй части: R = !i f в~(f}{ , через ;:!;_ r: 
без линейной части) . 
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Как это с.1е;1ует из тесре~ъz I . I . 2 , первое с.лагае}.(се (I. I .43 ) 
1 

у,nовлетворяе'!' (1 . 1 . 42 ) !:-р~ дос:-а-:-счно малом f ;:ля неr.сто-

рого А!' , не завис~егс ст тс:-о , с каким А! у,:озлетЕС'tJяет 

(I.I.42) { х" u .i • (ЗзL.'е?ИУ r;ри этом, что это с.~1агаемое со-

держит медленно растущие ~'НКI~"'ИИ i и с из (I . I . 32): 

/ lt/ t,,P) и С fl" l>JA) • Они Енражаются через матричные эк-

е(В; (.цJ r ), 1 f е (С; (JAJ- Oj )tr- t) 
споненты вида v и , и nри /А - О 

имеют степенной рост . Чтобы nолучить для этих функций оценку 
Af / f_ {tll) 

сверху /V е С ДОСТаТОЧНО МаЛЫМ ~' 1 !I'Ьl ;IОJIЖНЫ C)le-

' лать достаточно t.•алой 11 ;--tll и достаточно 6олышш Al ) • 

Перейдеt~• х оценке в':'орого слагаемого (I.I.43 ) . Из (I.I.б) 

оно пре)Iставляется в виде cy~JYR конечнсго числа слагае?-.ъrХ Еи,n.а 

Jt В (;А J tf S) .J ~ т . t - "' ><J ... -t 1 
B{.rnYгlfJ о е • [(х <~rsJ, Xt5,J {U ... t')J+-u&ij-rJ.t!.)Jf:.l ".J!>-) ]Jir . r . 44) 

где 

\ 
( Vl.~'д);: (Ж,)}- А:. (I.I . 45) 

(I . I.46) 

1 ~11 1 '~ 1 n 1 > .l (I. I .47) 

Очевидно , что (I . I . 44) представляется в виде сую.ъ: конечного 

числа слагае~~х вида 

"-~ а {l в~ ft.J t.t -<:>; .~.J l?t ... ;; J ~· f - ,; 1 
t:_==Dzм)f)Je {~ tsJ) txt~J) t lJ"·t!>1) k(<:-J) t; S (I . I . 4tl) 

. о 

где 

Yi.+ n ==- f1..., V1t 1m .:: 1>1,~ trnl~ liil >О (I.I . 49) 

Из (I . I . 46): (I . I .45) nолучаем , в частвостv. , что ,\с. t( и что 

в Wl отличны от нуля 'l'Олько компоненты rYlд такие, что 

- ко.,•лоненты J1.. 
J 
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' Таким образ:;).l , : расс>.~атриваемо~ ситузц;!?. в (I .I .~) вс~щу нуж-

но nоложить ,\ L :/ , у~..р . Прн этом из (I . I . -2 )" !Jолучиы 
~~~ (}JII 5 е - .. ).~ -г;s_}~ Ot -«'-l <i At:) ~ IV( ( rni n,ll/t l~ l ~- ,·дj 11 f/1 ~t(J1,~ Q ftt l, {) 

€. 
(I . I.~) 

.... (t:· -lt)'> 'rl+t't-J-c "" ptj о ffu е) 
/IЦj{)}/1~ е - e-u~ J ~A/(tplj,fJ/f lty~..},f)/)Jif" " lf?'' ' 

е 
/\. о "') -' /) о л л 

где т ( h, ~ , ,z {м.,<.) , р { j / [) , су .. j/ f) - це.."lочисленные 

неотрицате..-:~ные векторы такие , Ч7О для лю6ых ~ , j , /!_ 

(~t{il) AJ> с!) ( ~(4 .. J)> %")>./--).~ 

А 

(р o,~J,/\J;> [3-as J t_ 'f lJ) l)) iJJ> f3 
(1 . I. 5I) 

Сценr::.· ,IIJТ.E ll X"-<-J t:J 1/ и 11 lt ..... J (~) /J изЕлечеи из 
.м 11 - .А . s " t'1-1 t ~ е) 

J/X~ .~1 1/~ ЛI е t ef. 52/lpll .. 
{. 

(I . I . 32) : 

(I . I . 52) 
11 цJ"'" .• sJo ~ Лl''е -~n·-~Je E"tt-~ )Z u~oq,-lj,f; ' 

с., 

... 11 
где ::: t~сжет быть сделано CJ<O}!b угодно wалым за счет малости 

JJ f 11 и ... '/ ')-! t t11 ( ( е) и су ( i/ t.) - неотрицательные цело-
г. . 

численные ""Sекторы такие , что )lЛF. любых h , J , f 

(I . I.53) 

По~стаяляF в (I . I.48) (I . I . 50) и (I . I.52) , исг.ользуя оценку 

{ bi t;<, .:--~) ''' - (Л~·-~· )tt-~) / е ll ~ N е , при учете (I .I .45) nолучаем 

lj
7J/.:. А '"' о . Jle-o.~-f'''Jt 5te[-l."'т~ц( ll'k't-1Yl''l•~н~,..\J-t.1:'".,~J)]5 
J: - IV 11 D, ~lf 'f ) r).S Х 

о 

г,nе сумма берется по всевозможным набораt-~ неотрицателыrых 
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I!е.!СЧИСJiеННЫХ БеКТОрОВ ffi. (f.) , ii (.f/ , n"'i tf) , ntfj Т8КИХ 1 ЧТО 

llpi ЭТОУ 

;11 •~ ;z_ L lttc, reJmt{ CJ+ ~ 1: nt,.re;h:r t( .eJ• f ;~шРчо 
е ~ (I . I.56) 

n.41
:: 2. L.lll· rtJfl;(J,O + 22. Wi.P.te;Vi:(~~eJ~22h-f.fJfj(~e; 
ej J .., ер._ t-; J .) 

а 1/ 0 
- есть произведение ;V{ 1 ;;., .,. 1 ~1) и J/( tf:JI + t ~1) по всем 

~ , /1 , р"" ~ , даЮщим вклад в { fJ1 о n oj • Заметим , что 
) 7 / ~ 

в силу ( I . I . 47) /Vh. 0
/ f 1 JZ 

0 1 > 1 ~ r4,Ul+ 1 R' (Й, tJ/ UИ 0I+ tn Df > lp(J~CII~ ltyfJ, e.JI 

;!..'!.Я :!ЮбЫХ ;И 1 Й t f t Cf , ДаЮЩИХ В1<Ла}1 В znt 0
.J И 0 J • 

Псзтоыу, если функция ;1/ (_ ) возрастDет дос'l'аточно быстро 

то 

;1/(JYI-1.0 /t- tn"l) >> ;f/
0 

~ ~ з ( 1 • I • 51 ) , ( I • I . 5G) , ( I • I • ffi ) , ( I • I • 4 9 ) , ( I • I • f3 ) 

(111°, ).) > cn1, ).) f ot tfYzJ + 1~1 f!> -{Vi, rJ 

l ,q о> '() > 1 h\ 1 t:i - ( rn> А) ,. (h-> ~) 1- J n l (> 

Понажем , что из (I.I.58) слеnует 

(I . I . В?) 

(I . I . 59) 

(»tp) ~) > о( 
"-

Де~ствительно , если lnt 1 :/. О , то так как 

(1 .!.60) 

G;~ r> , то 1n lf> > cп)rJ 
,...... 

}1 (1. I .бС) очевидно следует из (1 . I . 53). Если т.~ О , то из 

(I.I . 49), (1 . 1 . 45) , (1.1.59) nолучем (''){.)А)> (Jf).,· , откУда 

(I. I . 60) следуст no оnределению чисел {!> и О( • Аналогично 

пDказывается, что из (I . I . 59) следует 

(Yl
0

1 '()>С>(- Л~ (I.I .бi) 

Ез (I . I .бi) , (I.I.бO) и определения множества I ,·a" nолучаем, 



-ч~-

что если { m 0
_, noJ i IiiX' ,то т 0 = т :t -t- m , .1-1 о­

г ,ne mi! ~о, n.J1 "~о, 1 т 1 +- 1 м. i t >.. i и [ ;t;z J ~ J ~ Т:·~ . Заметим , что 

t 

за счет малости д (размера аирестнести седла, в которой ве-
J. ~ ~ 

,nутся рассмотрения), величина 11 ';fll?t IJ7 /J ~южет б~ть сделана 

сколь угодно малой . Отсюда и из (1.1.57) можно пер~nисать 

(I • I • 54) в виде t 
11~11 ~ Е' е -o.t·-f."~iSet-E'''+f"(tml-tht)+~ а т, ))-(~~tJJ]5olsx 

о 

t t '' 1 ff ' - г.. l ii, r J - 2 f. ( ;k" >. J J с [ t и;: >.J- ot, т 1 - t ;t. d' J - fJ 1 п 1 J r 
хе е х 

""' п 
.~ = л! { \М 1+ ~~ 1) IJ ~11 )11 J/V1tt < 6 ) /\ _2_ ., L r.1. 2 

i W! 1 й ) Е I.: 61 

г,nе 8' может быть сделано сJ<оль угодно малым , ec.;:.~i <У достаточно 

мало и Л!(.) возрастветЕостаточно быстро. 
[ (YkJ .Л)- ct IRi !-(~, i')- (31t1"1] 'L 

Рассмотрим выражение е 1 вхо,nящее 

в (1.I.62). Если rL#O, тo lh/[3 t-(~)Y)+Itni«'-~.,~)~J ~f-->4"-).,_~( 0 

.:s. со 
для неиотороге lt•Иксированного '- , которое зависит только 

т соотношения меж,nу о( , (> и у • 

Если n = О • то из (1.I.49), (1 . I.45) nолучаем 

lrt[(S +(n.>l')+ /mf cf- (fi1.>).)-=- lfhlc(+(мJA)- ) ,· и. ес.tи ,;;;;, > i 

или IWll = 1 и in Ф О , то вновь получаем 
l n: t (> + { iit) А") ... 1 М.l G(- (.м) А ) > ()("- А,· -+ f о' 

При выполнении этого неравенства, очеви,n.но , что , если 

~ , [ " , l. 111 достаточно малы по сравнению с Е ' , то из 

(1.1.62) следует ,IlЛя 11 ?11 нераввнств0 типа (1.1 .42)
1 

с долол-
нительным малым множителем 8' . 
в единственном нерассмотренном случае rr:: о ' rrt:= о ' 1 fii t=- i 
имеем n:: Yl. ' fYt = йt и Jrt ((> + {rt) rJ ~ J;)i_[ о( - {fitJ>.)= (tl.~'t)-t- о?-

- ( rn )) ::: с( - Л ,· • 
J 



о 
""'\ ~\. 

'1( e~t -« J1 _s:: !!( /ml-r-l~t)n r;u*' н 2 ""'l 
fм~й)Е-I,<-< 

<r .r .c:,) 
,..._ 

гпn ~ .. ~ - е~ИНСТВСННЫЙ ИН.'\~КС ТЭКоr , Ч' ·z1 _- _.~ • •• 1 1 I ·-) '1 :.J_ , 1:.., \ • • t.::.> 

получuеы А~ == )ч: -t ( n > О') , то Г:'СТЬ ) " > ) i. • Выбере:-..1 F ;' f '' \iады-
с \ fll .. т ми па сраг.н.:>нню с с. таt< , нтобьr Е ,..i. > f + Е lt'\1, огда 

t r _ Е '''- z '/' п ' + t А ~ 7 s е l - г. '" - ~ "'1 ~ 1 .,. t. >. ~t 1 r 
~ е ols <- f. ,.\ ~ _ г. ~~ , 

11 1 _ f 111 и о . r. бЗ) 
Пе!Jt!ПИСЬШае'fСЛ В ВИ)!,С (/ ? f/ ~О l/ е - ( J <.. - t ).<.) с- е(). i.- ~- 2 € ~') t )1' 

){ е r ~ () ~ -) ~ ; - Е l( ,.,~. 1 1 ~ [ i "1 ~-t 1 - 2. f о я- ~,·н ~ .<1 ( 1~ 1 t 1 ~ 1) п f 
11 
Qн? п ~ 

[~ ViJ Е r(·~ 
ОТТ\У,П.ЕJ при учете того' что ) ~ > А ~· 11 о~ t ~ 7:: nо ... учаем -·.t l' цо-

CTR.'l'OЧHO мало~.t f ~f для 11 211 

,цоrюлт:тельн!.!м :.:алым 1.:--~о·•штелем 

::ера зен стЕ.о 

J 1/ . 
/ 

ТИГ!Н (1 . 1 . <-L..) r 

Таю~м о61,азом , :.ibl показали , что HOlHMt niJ.'opoгo слагаемого R 

( 1. I. !3) уп.,овлетворнет нера-вгнству ( 1. 1. :.:; ) с: .л.ополнитсльныы tf!ЕО­

~и'Гелсм 1 кo:-op.rf: мо ··~'Т' 6ы·гь сделан сколь уго, r.но tAЭoJThlM) сели J 
достr~точно мало и #( . ) '9Озрастает .r.остаточно быстро . 

Лереiiдсы f( оцен~:е нор~:ы третьего слагае~.юго в ( I . I. ~3) . Иэ 

( 1 . I. 7) nолу~<.1ем. что она оценивается: сумма~~ конечного чис.лг 

слагаемых вида 

r..... ' - { \ - с 111 )f t { 1 • - f ltl t ( - "- - ,.., 
/ J j/t1 t\ t ~ J flt / .> J fН. Yk lc_J ft "-- )1 J 
~ = N К е е '' :х. r>Jll 11 v.s;/1 tl и {sJ({ /J и())// 01.S 

г -с:. 
А-

о 

(~"А) + { fk1 ).} > t>( 

( ~ > t J ~ с V! J r J > ct-)~ 
(I . I .().;) по структуре аннлогично 

(1 . 1 .61) 

(I.l.G.J) 

( I .I .CL) 



(I.I . 4o) . Подставляя 

( I . I • tQ) для 11 1:~~ (~) 1/ 

-Ч9-

, (I.I.E.?) 

где сумма 6~рется по всевозможным на6срю.1 неотрицаrz-ельных цело­

численных вектороF m ( f) , fii ( t') , j:i ( 6 , h ((), , удоnлетворяю-
щих (1 . I . 55) ; f т: 11. р ~ задаются ~ырsжение~i (I . I. 5З) • г;:е rn t( t), 
c{/{j) t) удовлетворяют (I.I.ЬЗ) , m {~, {) • h t ( t) , р Lj_, е) ~ 
~ JJO 4t ( j

1 
fj удовлетворяют (I . I.5I); /V у,nовлетворяе? (I . I . В7) 

(rтри Jrn./+JM/+ lnl + lnJ) 1 (I.I . fЛ ) ДОКВЗЫЕ&СТСЯ ТБК ЖС , кгк И 

,nля 112 /{, а rтри (Vi\f+ lmJ+ fVil"*lrl/:: 1 (I .I. 57) следует из того , 

что в это~. CЛ1tiae констsнтз К в ( I . 1 . 64) r .. :ажет быть сд-лана 

сколь уго~1о ~алоn за счат малости 
~ -, 
о • потс~.:у что в F' у,nале-

r- • 
на линейная часть); через ~ , ~ 

r-- +-
у , У ) 11- обозна-

·S - ~ 
чены t - мерные и J - ~~:;рные соответственно ве>кторы с 

~ . "_, . + ! ..t~ nt)Y. >.4 '« 
ко~понента~~ ). п =- т и.. ( ~ АР.) , ( · ~ n-чп < р, ~) , ~А= 

0 
· 1 j 

" .) nри '"'~ ~« J 

1 
~ nри 'tj ( (> ! О nри А~ <.с/ f1. ~:: I О nри 'tJ ~,З 

~+ =- , rn~ -= _ , J __ • 

) О n-ри lJ>r> rn.t. n-риА~>~ h.j nрм ~>(3 
Из (I . I . 55) , (I.I . ffi) , (I . I.5I) (I . I . 5З) получаем 

( f'J1 о ~ ) ~ ( И{ ).) 7- « 1 nt 1 
1 J (I . I . cb) 
• 

~ 

(~0) 'к')~ сп, ;rJ + J3lnl (I.I.69) 

причем неравенстга становятся строгими: 

,..._ 
( I • I • cd ) - nри ;". t О ' ,.._ ....__ 

(I.I.б9)- при Vl tO • Из (I .I. б~) nри rи.-:~-0 непосредственно , 

а nри m :: О - rrpи учете (I. I .65) сле,nует (I. I .бО). Точно тек же, 



(- .... -с, 
ИЗ le.!.eCw), (l.I . бб) с.ле,nует (I . I .бi), с-:ку;:а -z-вк ~е как это 

было с,Ее.i:гно для о~енки (I.I . 54) с.:тедУе-r, ~-:; (I . I.б7) t.южно пе-

pemica:-ъ в Е1~де, анsлогичнс~· с: . : . 62) ~ - t 
~~ д'е -().i_-f..щ)t jeCЛi-(rn.~.ЛJ-(m":\)t-(ii~)т(~Y) -i;1+f"(I;;.,J-йl)+z{(m).)-Ot)t '))] S J( 

D 

'15 
~~,n }Er,./ 

г де о' ъ•с<сtет быть 

НО М8.10 И ;t/() 

, о .r. 70) 

сделано сколь уго,nно t.•ал-ы~.!, если 3 ,nостаточ-

возрастает достаточно б~с?рс . 
1// Z 3С€Т'IДЭ ~.!ОЖНС доб~П~С~, G':'Обы Г:С!\RЗаТеЛЬ 

зксr:оненты в псдынтегральнщ.· ::оь:рг:~ыши в ( I . I . 7(') бь;л отличен 

от нуля. ZcлJ~ он !.'енъше н:,· .ля , ':'О ннтеrра:r Е (I. I . r;c) сценивас:т-

ся сверх~· хuнстэнrгой, не за FШ(·_с:r::~ей от 1 3 eC'...JiИ ПОI<!13&'1't1ЛЬ 

бодь!!!е ну.~я , то интеrрал оц~ншза е те я cne"[)X":V JО:ОНС'l'антой , notmo-

t 



По<;кольк~' О~ t s т • то. очешЩ.J.-50. ;,лtl r~полiiе:-шя зr;и:~ нсоаsенств .. 
НРС'б -:о · ~.!.!' 11 '~ОС'rаточно, цтобы ПI и .Л t: < о( 
М«.)' (о, ~ "'-l. ), .,. /'И.О..х {о) >н'- (111.. 1 )..} - r;:r, х J +( ii,'lf') -f (~ &~; -Е fll+ f K(/iiU- tiil) + 

+t((m,>.+)_t:(1т - l t~lrt-J-th",tt"J)))~ .>.~- «~ rп,rJ+tiii,._, т ,,iitt\"'- oИ.,lJ-
-zкlnl +2f:.(t-и.1 >.t"J -f~(h:')f)- 2f ).i <r.I.7I5 
а nри ~. > or 
м..сх..х r о, c(t 1. t f.J-;._ .,. Е ''1 + Wf.Ot.X с(}_; ~.: - ( щ) >-.J - r;{)[, XJ t- (~ &' J t (И', fJ -г 1""~-
+ z 1/ ( t~М. ,_, п '; +- Е. r r т)/ J - ~'т -, + tJ. ln. -; - r и) 4' f J; J J ~ r и, о J -+ 'и: 1 fJ -t 

-t 1 ~ 1 ol - t rn :0 -i "1 й:" 1 -t 1. f. { i< , ). т) -t ~ о1 > g') ( I . I . 7 ::J '/ 
1 { 

РассыО'1'lJИМ сначала ( I. I. 71) . Заr.1етим , ч--rо и~1· ( I. I . ёб) и ~ера-

щшств ~'> tX-)~ , /wt/t>{ ~(i'й,J.) CJ[P.Ji~/CT 1 ЧТО при ,...,ОС':'8-ТОЧНО 

малых Е/ Е" 
1 

прзв?я ча~ть (I.I .?I) I1О ... "IО~И'I.чэльrtа , та:< что, если 

f, f ", f ш достаточно малы, то л,остг·rt'ЧНО пров:ч:~~~ь н.~l1aE!.e:-!C'I.'BO 

[
11-z ~с: -г Л~ -(~,>.J-{m1 'J)+(ii1 i')-+ (n>f)-l- 111 + zf1(H1il-1iii}•E((й<)*;-

-tA/tm-f+r /и.-J- (:.t 1 ({ + )}))~ ~,--С(' -t- (Й1 Y) -f/vtl(?> t l,i:f[~- (М/)-) 

- ~ !( 1 &1: 1 + 2 f ( :й, .А t J -t z ( Yi ~ f) 2 ~ Л с.· 
или 

,...-

( D 1Jнr.сматриваеt.Ю'1 случаЕ· Ai =- Иtifll { t(, "\:) = ~i ) • ПО!\.9'!\еJ~ , что 
11 

(I . I. 71) ТЭ!Р<е сiю,rJ,итея к негввенств;у (I . I. 72) . ДE?:icTВJi'i'/:).nьнo, 
1/ 

поекольку пr.nван часть в (I . I . ?r) HlJOTlJI!Цoтeлыra, а &((lrz} -~t·+f 11~() 

Ы )N npi ,п,остаточно ма.'!l.ых ~ и z , то )l.JtЯ nыполне~~!Я ( I . I. ?I 

.'~остаточно nыполнения нерnвенстrн.1 

c{(1Ji)- ~t-("+ )~ -(t1{1 ~J- riit,XJ +(~,6} гrh'~tJ -fц;+-- 2.'1(tikt-ln/)"f 

+z ((~ 1 ). 1 )-oflм.-\-+f>Jrr.-J-(~~~+'))) (. (Fi1 К'J +tnl f> +lrn/C('-trk:)IJ-

-z111~1-+ zz (;i;i);.tJ + 2 (11 1 'f) 



(1 . 1.'~2) 

€ Е. 1/ 
1 

зшtе-:хи . ~то ;:;.я его выrюлнения п~и 

ДОС'Гё.'l'·!'Н .. :НО . ~'"'!'О C:J <Х ~ 1 м 1 « -t ( ~) >.) + 

, но в си."Уу (I . Т .[..3) :=то :-:е;аЕенство выnол:;ено 
,.._ - ,.._, __. 

всегда. , r:J-oмe С'.Jiуча.ч ~~~1= 1 , ~=О , ;п == rrt-, Yl. -= n.- • В этом ис-
,..._ 

юn~чительном С?.учае (1 . I . 72) ле~ е;:;.~сыва~тся з ви.~\е Е .Л,~ t о( 
что очевн.г..но выnолrrено . 

СкСJ:!ча.тет.ь:-rо по.лучаем , что Пi- и под:;:од?.:4ен выборе г. и А!{) 

при ДОСТЭТОЧ}!О MMO\i 

CI .r •. ;!), ~да 1\Xcll 

, если i XJ u j ~:;~.J.ставляетс.п: в щr,г..с 
1 

удов."'етво;нпа=r :iеравенстзу (I . I. ;~) , 

I>а3НОСТИ tJ(i .. :t.~tJ)) - !Хк~>Uиj J Tat\~..-e 

Р:::по::нс: но ~t .~.-'Iн .чюбо:: ~ооr..:.r~ю-:э'!ы Ц j 

л н чисто з.:: геб: аичссюн.s nут~}' . (оl.мал::,н.::~ си·1:,·ацш1 в~гля.~ит с.ле-

_.n,уюц;...г..f об~~азD'.! : сеть Т! и набор~ ii~:lJe!!.eн .. ~:: : ~ 1~ М 2 , • • • , ?.li; 7.f( • .• 

и WtJ Wz J • • • , и два наборв. ':fункц•t;_ : J!, ),. , .. _ • и ~) 1,31J' .. . ; 

в е есть ~ункции от ~ ;1 l) , j{ - .~унк:.;ни а т if и 
w . :rредnо.лагается , что ~ н w 

I<О'tстпнто~ . В нашем случае пегем?нн·;;rе 

-и- f'c ' 
f -g это ц . 

..) 

а Т!lК";\€! fi 
..-..; 1 

~.), поюrма.омш; I\a:< то· ·.дествемr-:ь:е ~;ункции а т . n .; ~J 

.,_.у:;~-:цич р. 
' 

-, 
, Gj 

( I . I . ;[') . :,:Z.! нмеем д.riя 

и fr~J , где ~ J! 
э;1~ИЦI\~НТШJИ ГiО // d /1 

и 

ло .. ::;:.:нтегрnдьно.r вь:ра .. ~rюtа 

~ систеиу оцrноi< Е1 J 3 

- ПОJПfНО~.:Ы С ПOЛOIOt'I'eJibHЬ!l.Ш t\0-

та~пг , что 



f [' ( .11 (т ... ,_,..) 
1\ { W, W, . ,,.. ,, г ) /1 5 1/ ~V1 IJ 1 Jt w~ 11, ... · lJ( li," ) ... 1 • r..:, 

.J1 <; .. ·.) VJ; V), ,. . /jJ ; " 

11 q {t,~i ц . 1/• lh ) IJ ~ Е (1/Ч LIIIIЧlh, .•. )·l/j" ll;, ... ) (I .I. ?;) 
о о 1 <) 1 1 ... ) • 1 • .1... - { 4 j и ' d 

' 3 на.д,м ~лучае з'Го -:>~~!ш~· (I . I. ~), (I . I . ;::) , (I. I. 52) , а ·гr~ .Le 

оценки lllx:«-r~xiilil'>)ftи L.j(':>;{i { ~( ~) ~,, ~ il.:tltj(~)l/ ~i</l..i'{SJ}I 1;r,tц"'1(...;/1u t'i'()/l,il 
lk {jA) (t -~) Ll ifl - (;. - f. t') (f- '>) ~f l> 1 .f tц.aj.(~}'}t 

<с~\ . < r . r . -1С) ) , 11 е 1\ ~ N е · J е , ) .f 1 tJ с 
1 о / 

/tlf lf lc- n и 11r, ltf J
1 

111j 11 ~д/ 11 6,·"~(.~ '~J 11 ~ А! / € f е ·Р t го 
и т . n . 

:,iы получаеtl оценки вщ1,в. (I.I.7~) для некотор1х ЕЫ!Jа-:<ений , 

по.'!р-тенных подс"Гановкаt.ш :а J в:.~есто \Л/ l.унхций rJ ( d, и-) , 

а так-~е оnерацшши сло~,ения , У1А:но-...ення 1~ J J':> (в Raue1~ елучае 
!) 

это оц~нюt ( I . I . 12/ :,лп в::,:"fа' ·стшя ( I . I. ,; :? ) ) • При этом ~t;Ъi пользу-

сваиsщ:ип : прав-:я t1нст:з 

F{ ~(JJt hi!Jj .:. Е 1 ~({)i t Е 1 ~(Zjj 

t'rf' '~1 ::: 
• 

- ЭТ<..; J 

прпс·Раиrшотся лево~-~, но нu 

Et Гf~hщJ = El4\JJJ . fl ,\щJ 

81 Jt;yl = Elj /Erd3 ) 

1!. ти 

'I - ,.., ) \ . .... . 

,.,оnолтш {~го всевозмо :tHЬ!M~I n~оизво;:т,t1J.;!М~1 -.о неко'I'ороrо поrтn,ка от 

: ДJ:Я проиа вор,н~~н по W и 2Г 

,'1,.1Н ~ - 1!0 ~ Н {) • ,.~ОПО.ЩН1Ы T[:li :е СИСТР.МУ ОЦt!НЮЭ.МИ ,[..ЛЯ 

Пр0~1Э IIO,~:-ll.!'< . 

Ео:ч.>Мi ч rт:,,...н:з~, льну:Q J 1щ 1 нсширьнной сисrгемы и любо W; . 
:-т n ,.., < о L' ( z; Е' , н 
J1уст!> с: lJ] :: t: r j) t с С Jl ,0Jг,г,о в 1 J 1 соброны все мономы , не 

uoдep·t!~1 r\;., 11 ~-11 , а в ~ [) J - содеl~ :; .., 1 • • Буде·~ говорить, {:то 
?J 

OЦeiiKH ДЛЯ J У ';)11..1~ COГ'J1flCOU"~~ibl , t:.~С..ЛИ 
(;" (l) 

rдс 

Е' L U) 
[ ~ ( ~ ( Е LjJ r 
rич) 

r .11 ) 
/1 Wi./1 

L )0- nронзоольна.я г.остоянная . 

(1.1 .76) 

Будем говорить, что оценки 



-fч-

.r.ля 1 r; 1 
а !J 

?Li.· 
' ПСО1:З EOJlbHOЙ 

со l'Jiасовгнн, Р.с;ш F[ ;-/. j :- L E'l J 1 • Так·~е, 
'i} из расш~1ренЕu!. с ;1стемы будем говорить, что .ЦJIR ... 

eC.JlH оценки для Q и ее nроизао,r~ннх соrдасованы t 
гr о 1 ( с <J; f!- t t; 
С [ 'Ei-1 -= с [t4] + - 1 ЗJ ) 

Q)} j tJ /J ~С: 1\ (I.I .77) 

ElJtj , L Frj1 
(здесь в r-'uJ соб!_Jаr:ы nce моно:щ, но содер~ащие 1/ц,.JJ 

fl) - ['J 'd 
В r [ ;}J - СО, 1,ер '{ЭЩИе) • 

' а 

Очеви,rr,но (I .I. -12 )', (I . I.S) --согласованные оценки . Сис'l'ему , 

в которой все оцРнки согласованы , будем называть правильно!; . 

CL Л rко видеть , что если у нас произвольнее ВЫ1JЗ '!\ение :; · , по-

лученное t~З rун:<ций ПГЭШ1ЛЬНОЙ расширен:ю~1 cиcтetibl сло··:ениmш' 

умнонениями, интег}mровэнием no tA) и ЛО\СТановi<зми, и если , 
nользуясь толы<о nрнвиломн (I . 1. 75) мн nолучим ,:~,ля этого выра-

г:-

w.ения оцанку юща (I . Т . 74), 'l'O дл.н п~оизводной j- по ~ или 

!.) , полученно:.i по правнлам дИ~f',;еренцпровэния сумr&! , произвс­

'~ения ~:fЮ\ЦУ.Н И (;Jю· ,но:·; .:ункции , fЮ..:1ЬЗJ-'ЯСЬ ТаК':'Е' ЛIШDИЛаМИ 

(I . I. '75) мо;;--но nолучить соглас;оnанну:{) оценку . 

По!tа·~ем , например, кfнс л()лучается со гласа ванная оценка для 
'd'J:" ,..,., 
'О 2J.. • Гiусть в 1- вхо,1,ит выраi':\ение ~· ( ~ i) . Пусть мы имс~м 

оц-=-нки Е fj· J = 5 8е 11 w~ lJl ) где Ее не зависят от /Jtif~{j' 
.> ?"io 

Е (J) (") (z) Г'(/} j 
и с d ~1 -=- ~ fJVr J -г с fJь 1 , где с ljfl не зависит от \~с: ({ • 
Пусть для jj (~~)строится оценн:а r.ю правилу ( I. I . 75) ; 

(I .I. ?O) 

, пользуясь (I.I.75)-(I . I .77), 



" 
( ~ (/} -1-

t:;~r J 

(l} 

е с 40) - ( cr ( с r J. J J f ~ ~ L {to t 2 C:t с:Г,_j + 
}f (( ~;?j (jЧ 

(. 

+ z clt 
11 -= 1 е 

( 1 (1) i( 

( о OJ ) - 11 lE ) ) ) с l ~ ljtJ 
Jl! 1 

11 y,· l/ 

(ыы исnользовазш ограниченность ~ и Jf ) , и эта оценка 
согласована. с (I . I . 78). Аналогично вЬft.:::исляются сог.ласован.н:ые 

оценки для суммы ;; произведения ·lункци:!. Де;:i-ствуя такюА образам, 

мы на ка~r.дом этапе вычиСJlения оценю1 _.:,:~я 

.ле.льно вычислять согласова.н.ну-tJ оценrсу .=.ля 

'ЭТ 
получадтс :r согласава..~.ная oцetri{a для rэ ~ 

?~ ?~ 
Заi\ютим , что <О ~. и '7>/J". таt{·~:с :сть 

С1~ ~ 

будем napfu"'-

• Ана.ло i'Ич:-ю 

ЧИТ , 1)1Л !fY П}:О r\;3 ЗО~НЫХ так•·е МО-но r::::уЧИ'I'Ь, ПОJihЗУЯСЪ лганИ . .'!В.­

МИ (I. I. ?5) , соглАсованную оценку . Те.:·: no ин.г,укции -.ю ·;а-ю no_.:~'"-

~ ')::"""' 
tшть согласованн-:11е оценюr .ЛЮt>ЪL'< nро~1з~.:> ~.ч:....rх от .1 

Возвращаясь к неравенстван (I . I . :.2)
1
, заметщ., , что оцсн:<}· 

;;;;я (1 .1 . 1З) мы Г.ОЛJ-'"ЧЗJIИ , пользуясь то.t:ы~о nравиломи (I.I.75) 

значит , для производrп .. ;х от еt.:ра~~;;ния 'I.I . '3) имеют место со­
/ 

гласоВЕ:'JШЪ!е оценки , то есть CI . I . :2) ~ дополните.JiЬНЫ14 ы.а.пым ы:-ю-

"!{Ителем выполнено для всех г.роиэ t"\однъ..-х. Ле~.fа доказана . 

Из Леммы I . I. 3 очевидно сле,п,уст , что f У:.*} U l5 , как П_tleДeJ{ 

по следо nг.тельных nрибли·:.ениИ ( I . I . 3) , прина,и.лежи'I' С 
0

- 381-С"=:!-
~ (о-канию МНО"ii<ества r . ;)то за.мнкание, очеви,";J,Но . есть 

• 
прострnнство ,;:ункций, nrюдс'I·авимых в зиде (I . I . ,ti) и удометво-

" ряющих неравенства..ч (l . I . i2) , котог~~ nолучаются из (I . I. ;.с,)' 

заменой норм П!JоизводньiХ на. верхние riределы соо'l·встствующи.· ко­

нечных разностей (nределы берутся n~н стреt.1.11ении шага ре..знос-т;t 
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c;~.i .ii9Ш{bl I . I . I { Х • ~ ц,. J - функ-

водных оцен;.rзаются аер;.r.н;ш;~ предела1>щ норм сооrr·ветстьующих ко­

НЕ"Ч:-iЬ.rv. рг.зносте:.t , ':'О подуча..е~..( , ~-то fxlf~U''J у~ов.1!етворя-

' ет CI . I . ~), и значит ;.1 (! . I. '2) . Теорема доказана . 

§ 2 . Отобра;кение Г~гнхаре вблизи гочон:лшлrческой крнвой 

седла 

- гла.::r.ки~ 

чесюп сис·rс:н Xf'A - Чl:!J-

ном многообразiш и гда-.ко зав.1с~их от некоТОl=:О!'О н&6ора на.ра-

МЕ''Гf!ОВ jA . ~.[еДПО.110'..t"Иl! , Ч'l'О XjA имеет грубое 

СОС'I'ОР.нне равноi3есия О 1а па седло с d ~ - ~.!ar ~м устой-
ЧИRL'' i' rАЦ - а.tе~:н~·м H~YCTO!~tr.lDЫM :.rгЮГ~.J.,;б~r:.ЗИР..t.~~~ - W~ •·1 

w ч у ( ,../~ v t ~JC'l'b ~ .. {?.)' J(fA} L: 1., .. Jl-1' ; ~= 1, ."dJ-

KOJ.:H:Н харr.ктеристич~ско ro ;у~авнс.tш ;[ снст"м=1 в еР-~~, t4 ;\cl~ (О) ~ 
{ ~ ).d~,j (О)~ .. ~ {Ц_ J Lf0) ~ 0 С:::.~ 'ttiO) ~ f« (~,(о)~ . .,, 

. , . ~ ~ '{ri '< ( о) ~Jбо.значанин З,.J,есь носко.1ь:-.о отли-

вещественtfо , и ,то . При э?ом 

в::деляt>тсн { J ~- 1} 

, и nредпо.'ю~им, что 
·\ 

при f' :: О многообраз и~ и nересекаются по не-



которой траектории r ( гсиок.линической кривой се~ла }' не лежа-
uц v 

щей в W fl. • Предnоложиу также , что семейство л~ тракснер-

еально в пространстве сУ_ гладких динамических систем nленке 
~ систем с гомоклинической кривой седла . 

Наложим еще одно условие на систему Х14 • ДЛF. этого нам 
!s. 

понадобится ряд замечаний. Пусть d - размерность устейчиного 
's ведущего подпространства то есть, более точно , d - такое 

целое , что Г4 ~J. {О)=~ )2IO~ .. =~~c/O):>/(qA1~toJ. Введеt! в окрестнос­
ти У;, се,nла О координаты (х, ~ 1 ц) V) так , чтобы уравнение 
ws ( wч l.ll( 

t" ~было и-=- о) lf=O} t fA - (Х:::..(} JJ= О)) w;-< -(ц= OJ х:: ~ cJ= о). 
(d 5-d J_ мерного устсйmmого невещ;щего многообразия W~s 

(Х-=0 'U=O lГ::. 0 1 
1 ) / • 

При этом векторное nоле )(~" запишется в в виде 

х :=. в .1 ~) х + PJ. r :х." i)' ц, о; р) 

~ = в2 (~} d + P;z L л." fj / и. У:· f'U) 

и. ::. (1. ~) "+ ь f. ( .х / ~ 1 1.1, V; r') 

(1 .2.1 ) 

r ,ne Spиi1 g L (tl= { 1\1 f.t~ •.• , ). d t~ ftJ ~, SpcGf-r. BJ t 1,._{ Jdt~1 ~JJ · · ·~ ~c!>l/tj, 

Ct ~) ~ ~ (f-} ' ~J-c ( 1. CfA) = L ~ tjJJ/ . .. 1 d'r,~ч. (,.Ц) 1 ' 
r~ = ~ d t x, а, l1j ~) )С t Р;.. (:х, ~ 1 u; li,~) if 

Gi ::. G31 Cx,~,u;flJ и.~· (;J2 tx )L/),L<"-v;rJ1r (1.2.2) 

(1 - -g- i С s-j 
где ~Le( о; f )= О , G Je {о; f J- о , Г~ е ~ С , je ({' С • 

Обозначим через t clx., d~, Jv., Jlf) координа'I'Ы в касательноt.• 

nространстве. 
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""' 
Ле~'1-'а I . 2 . I . ,Цинаwичесиая систе•·'Э ~ , индуцированная 

в касательнси расслоении системой х/'1 ' имеет е;шнственные 
( ~-l - Г~аr!.КИе ИНвариантные t.!НОГОО6ра3ИЯ h/.,...- , W~f , WfC-- , 

wfC+ 
1 

, БЫДе.."I.Яе~'Ь!е тем , ЧТО Б Vo ОНИ задаЮТСЯ уравНеНИЯМИ: 

w,: ~ 1 и о о, v--= о , а' if = н/ r :~: > J J ( jJ) j , 
- 1 - ( r/x. l 

W;л =- l х==о". (J= о". t:ld = Н~ t uj lГ) 1:) J _, 

~ .._ 1 = { а= о_, 17=- о 
1 

ol и.= о_, dv= о" d:J- ~ н;.f t х.; d; cl~ 5 
Wu. -- ~ { )с-= о ц ::;0 dx == о J-4 =о du. = Hr--( u)v) tlv-) 

1 /0 .1 /о / 
, где 

1-{;to,OJ=O , H~- (0/0J~ О , Н1}г(О" О)=. tJ , ~-·(о_, 0)= tJ • 
11 J .; 

Доказательство : Проведем ,n.oкaэaTeJibCTRO только для rvl" 
tA 1 f 

(остальное аналогично) . Счевид.но , достаточно nостроить vvfJ' толь-

ко в ~ , тек каи не nредставляет труда расnространить nоле 
) 

J -f" ( ~:) 
ZГ-== н,... (.7:/ ~) Ju инвариантным образом из 

\u~,lPc ) - l L S 
rr Р = W Р Л Vo = U =- ~ J- О) на в се J</,1"'1 • 

В силу (1 . 2 . 1) , (1 .2 .2) получаем, что рля того , чтобы 

6ыло инвариантно , необходимо и достаточно выполнения для 

уравнения 

d Н/~ { С 1 lf/ i С, н / :;.~ ~ ) f-1/ + ( ~ 0
1 

С, l l /и о о ) -

g 9ri r;;rl f)/Ji ?r.! 
J {fJ f 'ОХ ?;; 7)lt. f()l;-

+ 9 Pt ?~ ?rJ. 
- н t 

r;)r,_ 
н t 

- ~f- - ~(f}t ~ 'аС( d'i ~lf f 'f 

о о r~ <tJ+ с;{ 1 ?;.:о c!:l 
tТ:о 

'tt=o 

\Г:- о 
) 
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ГДf~ 
rJ. llt зцесъ означn.е•r про из noдii)'OJ в силу сис~t·емы 

J ~ = е, tlfJx. r! 1-х, »·о_ o/f'J 

l CJ = е 'l t;ul о + pl. r J 1 d" ~ 0;')9 
С11:ектр линеНноН час'l'И последней сист~мы лежит в леnой nолу-

J,лосt-:оети, сnектр J!ИНЕЧ\ризации 111 азой частlf урRвнеr.ип для ll~t -

BGH:-IOCTИ 

таким обru.зом, утвср>V'!,ен иЕ> о сущес'l'аовruши и t..динс·г­

Н/ сJн:·~rет из теоремы о неустойчивом многообразии 
сеi1ла . Ле~.Nа доказана . 

На.ло·7~им на X;v- cлt::JIJ'IOЩee 
ч 

кэсательная к tlf'{ ек ·гории r 
условv.е : для л.юбоН точки тr;а-

Tf'a.JiCBr-'J·C8ЛьHa ВЗЯТОМу Б ЭТОЙ 
-f" IAI + 

ТОЧКе СЛОЮ М:НОГОО6!JМИЛ Yj-t . По сколь I<Y W. - инвари-
1" 

ан'l'ное мно:--оо6разие) то данное условие не зависит от выбо1-'а 

?ОЧКУ. на r . Подсчt=;т rазме1-носте:: показывu.ет , что это уело-

uие общ~го 
Js 

'1~т () ( Х ) • • R R. j Lvсть 1'\ 1 d - n:tюизвольнал гладкая ~JНi<ЦИЯ ~ ·rакая , 

t!TO ПрИ 11Се'( M8ЛLIX '3 > 0 ПОВерХНОСТЬ ~ ( :Х,~ 0):- J - Г.11<1,П,!ЩЛ 
c(eil~ без контаi·' 1Га t~ля 'Гl•aeJ{TOpи1t из VJ; , и np11 R (л./ 0) S о 

выnолнено 11 Х ll f д s k ~ 11 ! d , прич~м Н х 11 ~д при R= д n ~ ~~~~~~. 
Бу,'!,ем nолагать -Vo = [ '( ( Z

1 
~)..! i)J II Uil~ д) \1 lГJI { d j для неко-

тороf'о МЭ.ЛОГО d "'? 0 . Т:)ыберем малые 0-ц И ~ 1Г И ПОСТрОИМ 

секущ;ую n w~ : п ~ l R ( х, ~) ::д 1 1/lA к~ д ч,ltlfil ~ о ''J . Точк~1 на 
n будеt1 З8~1,авать координатами { z. / "U } И) ' где ~= ( 7t .. 'J ~1/: ) 

/ l{" - t 
параыЕ'Тf'ИЗJ'iОТ поверхность R { х, ~) -=- д . ·:.ункции , осуществлм-
щие лереход от координат t к СХ 

1 
~) , обозначим через 

Х 0 ( 'l/ V) , ~о ( 2 
1 

'fJ) . J:>ыберем i<ООl:J,r~инаты ?" 
чтобu lt ?~х~~~ 11 = О {д) и чтобы лри 1 1~ 11 ~ }1~ q 

так , 

( l d.t' J ... } ld~- 1. ) ::. ~ 
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Пусть V 
жим v ::: v \ Vo r 

- малая окрестность контура 0 U r . Поло-
• Очевидно, что ~ можно выбраr: 

достаточно "узкой", так, чтобы любая траектория, начинающаяся 

в ~ , не покидая \Т , входила в , пересе:кая 

при этом fl . Определим отображение Пуанкаре Т~ так,что-

бы траектория, ходящая из точ:ки Ре П \ \lfц s, &. , тогда 
и только тогда попадала из ~ в 1Тr , а затем nересе-

кала П ; в некоторой точке Р , ко г да р :::: 1f Р • Для 
РЕ- ~!." ео: () П положим l~ Р= ?о , г,nе е~"'о - кусок 
w 11 n п ' проходящий при р. :: о через точку 

f" 
р+ (7: +О О} 7 rn П • Gчевидно , ,nинамика системы Х'~ ( V пол-

' / г-

fс!ОСТЬЮ определяется отображением Jr . 
Обозначим: lL r = 1 , если r выходит из О в нап­

равлении {) ?0 , И J[ r:: -j , еСЛИ r DЫХОДИТ ИЗ 0 В 

направлении И(. О • 

достаточно малых положительных 6 
Б некоторых коор,nинатах (X"~,ll"if) при 

~ ц ~ lJ , t- д ч дч] 
' о ' о ' ,; ' 6(0, 

Теорема 1.2.1. 

для :каждых ?:-, и 
' 

1.) 

' ~ 
таких, что /1 1Г /1 ~ С> 1Т 

11 и \1 ~ Б-/А 
~~ 

' ~ fl( " () IГрИ 7l:r {) L О не существуют, а 

при 7Cr И >,.,.. О - существуют и единственны ~-, U , ?r та-

кие, что ~ PCr,u,v)~ Pt-'lJ).JГ}. При этом 
/\ "' 

?J.= И01~~) +'f[r (Ar t- А 4l~{'J) 1~1 Bft-.J'X Ct 0)-1-k( lJ. ~ >t~; 3 фц( ll l iiJJ 1 
о 1 ,," 11)1'~ 

" i- ~о {li J Ал~( - 1 Sfг'J ~ - с- -
- tf' + v;f'J И/ Xofl"d}+t(u/t,~!f/= lf/ (ц/~IJ?'/(!.2.3) 

ф ~ -ц, ~, li; ?} 

где '1.о, /о' А"'ц Ал~ r- ,) 
V< -с , - гла,n:кие фуНiщии от и-; 1'4/ , 

.4 -r 
так называе~ая сепаратрисная ~еличина, оnределяемая фор-



'dwt.t lrtl +- \"'t l фv 

r;)u_tЧ. ?ii 11 ?(l~(" 

-с 1-

А i) ш.о..у с~ i- 1~) l Ц ~ 
~ IJ --1 )L<I~ о 

- tсонстанты такие , что 

(I .2 .4) 

Доi<азательс•гво. ТIJае:ктория Г' nыходит из О , каса-
ясь В8~'ЩеГО наnравления - ОСИ ll( , ПОЭ'!'Ому r nри ДОСТВ'l'ОЧ-

Нu:-4 малом д 'I'рансверсалыю nере сею:1е'1' ГУmерпло~кость ll. ~ 71,. d 
~ 

ь неrюторой точке р- 1 о, О) X"r д 1 1Г-) , 1/lГ-/J 1_ Г1_ . Вы-
б · )8М ма.лое д1 

::> о и построим секущую п-~ 1 fj. ;;:. Ar J ' )/ . .{. /j ~{r: 
..... ' 1 -л ' L "'!' ..-, 11 ~ 11 ~ д , /1 !Т- ~ 1 ~ и ) . При достаточно малых о и v при 

все~ Jlfq ~(jr определенно 'l~ . н . "глоба.льное'1 отобра~-tоние 

~r: п- - п по траекториям системы х/1 . Пусть Zl f4 - MIIO­

·ec·rrзo ТОЧек р f n ТаКИХ, ЧТО траек'f'О.., ИЯ СИСТеМЫ ~ , Dbl-

X()/l,ffiЦD..Я из Р , впервl:'\ ' покидает \fo в неТ<оторой точТ<е 
п l - ~ ~ П р у Е- П • Отобра ,ч;ние vrf< -t - , ст~внщее точке в соот-

р 1 -4( 
ветствие точку , обоrзначим через 1 f< • Положш.i 

Tt' Со< {IV; с."_ П П ) :: W t' ч, &. (1 П- . Оче в1щно т;. = J/ Т,. t-. 
-~ 

Рассмотрим отображение 

та.тами § I в случае , кorn,a 

)Р • Воспользуt:мся реэуль-

сr достаточно близко н: ~ IAJ CS {j<J/ 
иr• <д" 

~- ~1 lf') . При этом D силу теоремы I . I. I сущест-



ny""'"'!' с fj- 'i• с ;;J..;_ - координаты 

nоле системы 'Х~"' в U 
(Х/~, u,V) t Е :-оторых векторное 

заiшсы=:ае:>сР. в з;~де (I . 2 . I) , 

( I . 2 .2) t где 

~ 1 (о" и, tJ1r J=. о 

(}fl ( х ,о, ~-19= о 1 

p'l 1 ( 0/ и и. и J= о 
' , J ( -

G 1.1 l :х.. , ~~ о,· f' J "3 о 
1 

G 1.1 t ~ 0/ ц; t<l = о 
/ 

J:! t. 2 L х, d' о" o.;flJ= о 

G1 i t:X., j, Oj//;; о 

G !2 (о/ о/ и" v-)· f<J?; о 
(; ~ :z ( О" ~ О, 0"· р) : 0 (I . 2 . 5) 

(леГУо !Н~детъ , что:: рассматрr::вае~юм CJI)'Чae ссетношеная (I.2 . I) . 

cr .2.2: ~ <r .2 .. s; э1ов1rюtентны c: . r .. 7' . cr .I .. в" '\. 

Для рассматриваемого случая этот результат был П()лучен в [2d J > 
г1 ..:>-l .., (p-J 

та~· же поl\азано , что ~о = 1 и что ~-~-J ~С ... • С ~u ~ . 
При достаточно малых д и д r ,r:Jtя любы.."< Х о , ~ (J , 

2J. т: , И~ , ;4 ·с таких , что {! ~ ••. / ~;;, /1 ~~ (( ~ J , 1t и -;-Н J' , 

(Jv~ 11 ~д , 11 f /( f д~" , ( ';? () существует единственныл отрезок 

{ х *"{t) 1 14( (t)., /.). *(t-), "Zrx (t) j{i:[~ rJ траектории систеи~ xl"' t цели-
ком лежа~й в V: и удоrлетворяющий условиям .Х (О)- Ко • 

• • 

:В силу теореt.zы 1. I .3 в рассматриваемых координатах 

• t J е в! lf'J t ..... . .~... -'Х f = х о ... )., l 1. .. т )( () \i о u ... (}~ м) 
1 ) " (} 1 ) /1 -, 

• 
для некоторых 
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. 
" 

(I .2. 6 ; 

(I . 2 . 7) 

(I . 2 .. 9' 

·з ·'( 1 · >- • х ~ i п о· десь l =- , t == 1 nри т= О, 11 .:: О j t. ::: 1, l ~ 1 nри: 1 т 1 = > :: > 

или rroи nt.D · . ) 
iu:: ilГ=l nри р=О , су =О ; 

• '· • 6' iГ'' И . 't . у L., ::..l ::О 1-' 1 р J + 1 <yl -;.О ; J ~ .> - 1 nри о •А •)' о t'>'\ =-0 rt.:: • J == J .:. , ) 

при \ ()\ 1 + 1 ttl '> О : ~ \ . Z 
1 

). и; 1 n n)t f О - О · , ~ J:' ~ ) су - ,) 
. ц и i ) =-~~ -
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1 1 l.<.. 
Отсюда Р ( Х" ~~ lf 1

} ~ ~ Р (1~ k1 lf) 

И TO.IlbJ<O тоrда, КОГДА. р' ~ (7- , рЕ П 

ТОГ,1,а 

и 

(1.2.11) 

(1 .2 .12) 

(I .2. I:) 

ДЛЯ HeKOTOf10 ro ( б:- [О; t- t;;.A) , либо КОГДR () t w>, ~ fl П 
r 

Р(Е\(/;;~пп- 'тоеС'ГЬ lA=-0 'II=O ' .х'-о 'g (=O 
что оnять ~.е .ТJ;оs::отся ·~ормулани ( 1 . 2 . IO) - ( 1. 2. IЗ) при Т-:. r~ • 

Иэ (1 . 2 . 12), (1 .2.8) получаем, что , вo-Гiel1FIЫX, необходимо 

{ однозначно 

(1.2 .1'!) 

Подставляя nыра~кение для Т в (1 .2 .10), (I . 2 . I2),(1.2.IЗ), 

получаем , ч го -х' 
' 

V однозначно определяются по 

у ;· "У tк 
, прИЧt~М ДЛЯ неКОТ"р.tХ •%УRКЦИ•1 ~ , 
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х'= 

(! .2 . !5) 

(!.2 . !6) 

(!.2.!?) 

(I. 2 . !8) 

- ~.с 
Из (1 .2 .!5)- (1 . 2 . I8) следует , что при {l l<lf~u из (1 . 2 .15) 

вытекает ) что ll х.' 11 ~ о'/ J/ ~ , lt ~ о' J и lftl~д при достаточно 
-ц 
о 

\IMOM V и nри 

1 :::. )1 l' 
д~k'д(-}) 

ДJtя некоторых /( 
1 :>О , l ~ ~о} , причем /1' 

1 

(L(Oj 

(!.2.!9) 

может быть 
-~ 

выбрано сколь угодно близким к ~~ (о} 
'\:1"' !!toJ 

~ 
за. счет малости 6 

н rJ • Иными слозами , при достаточно :..tа.лых 
' -ч 

0'1- t 

7.5' ' 

и при выnолнении условия (! .2.19) длn любых ~ , lA ~ 
) - ц 

fJ таких, что UtO ~ о , 1/lJ'II! д , /Ift 11~ J 1
\ 

,J,ЛЯ того , чтобы Р' =Т ~ Р необходимо и достаточно, чтобы r 



-вь-

17-, !/.~о и 'тто6о "1- '.и' . *,.... (I 2 I ·) "_с· г, ., ~ .14-. 
0 

, v удо:а.~етворРJ[И • • ~ • 

Je;~Y._дet.( к ото6rат.ен~~i> Т ,t . Ес..-щ д' и д r достаточно ,.. 
ua...~, то Т ,Д лредстав.ляеr:-ся в виде ,. 

'"l- ,..<н А н lrJ А j ) ~ Ап CJ-<) 

f (!.2.20) 
-lf 

> 

где многоточием обозначены члены :аыше первого порядка малости) 

u-+ (о):: о 

г~:: {?- 1 l5 О) ,...... ,1 , 

l.Г+ t о/= О 
J / 

- ROOp,i:,ИHВ..'r.::7 ТОЧКИ р 1-= r n n 
(1.2 .21) 
иЩ 

• След ~ · !)П. 

за::.а.гтся уравнениеt~ 2 .Z-= О.~ g:: о J . Отсю~а , :~асателы1ое 

про~транСТВО К _f jA ~ тj, ~ ~· /) п-; за::аеТСЯ уравнение~.: 

Из (I . 2 .I), (! .2 .2), (1 .2.3) с.ле-~·ет , что Н.мr ~О . . Отсюда н из 
f 

(1 . .:2 . 21) следует, что трансверсмьностъ c.no:r ~ и жacaTftlьнotl к 
wч 

f'. эквивалентна условню 

(1 .2.2:?) 

Из (! .2.23) и (! .2.20) 

?f~-v-= tA}~ t~J)-1 ( 21-lГii?J)-{4нtf<JJ'Y4:..1tf4JX'f-A>2Cf'l~~+ ... > 

от;.::,rда ;! из (I . 2.20) (1.2.2!), ее.;1н д 1'4 достаточно мало , 

-
l). :: 

lf' ._ 

Ц.о ( ~f'/ 1-'J:/ А r t j и. ( ~ ~~) Х 1 
t . .. 

t) ,е (il J.A.. '?:' ~,) 
1 f j 1 о 
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1 
где !·mоготочием обощнsчены члены первого порядка tlалости по ~ 

1 ~о () ""'} "'" и выше первого лорл,nка малости ло Т ; r. , u , А , А 

?JJR- гладкие фующии, onpeдe.:7~-€Jt6(e nри llf<ll s ()~" , JllПI f а rJ для 
некоторого достаточно малого д zr ~и{~ о)=?~, ~ 0 (~ о) - о 
/\и 
А (~о;-о, 

АГ' = д:;. ( A211oJ-A2з/O)(J1JJ(oJ)-1AJ1 toJ) (1.2.25) 

Для того , чтобы Р-=- т/ Р1 
, кроме (I.2.24) необходимо таюке, 

-, .._t( 
чтобы 1 /). f и • Это ,nостигается , очеви,nно, если для не которого 
J('(>O 

(!.2.26) 

Для доказательства теоремы 1 .2.1 необхо,пимо показать, что 

nри любых (И 1 2, if, ~ 1 таких, что О{. '}(,. U! Б" tA. , /1 f"ll .f- d'~ 
' 

/[ V /( ~ д lJ , существуют и единственны х_' , ~' и 7)
1 

удовлетворяющие (I .2.I5) и (1 .2 .24) . Для этого , очеuидно, ,nоста-, 
точно ПОI{аэать, что 1F однозначно определяется из уравнения 

л. 

..1 ry - 1А Stp) t«_ " 
1)-:.lf {~fJ-, 1 ~1 Xo(2,J}tX ( l, u,~t~ ~ .:«.t2,U/ll;j1)) (1.2.2?) 

nолученного nодстановкой (I.2.I5) в(I .2.24) . 
~ 

Обозначим nравую часть (1 .2 . 2?) через f{?.J'). По nостроению, 

если IJlГ'-- lf-11 t. о' , то и 11 f l lГ')- v- 1\ f о • • Кроме того 
гн = ~{J rl ~ lcc.-f 9tгУ ?_i_~ 
rvu' 'Z'.t' ~/Г 9jj' ~tr' ~ В силу (1.2.!5) - (I.2.It-3) 
п~ k 
·;-;, :: о((> 1 i 1 д'ilf'J ) , и если достаточно мало, то 

может быть сделана сколь уГО)lНО малой. Таним образом, 

7r't4 'itv') - сжимающее отображение, значит • ?F1 однозначно оnре-

деляется по ( U 1 ~~ ii, t"J • удовлетворяющим условиям теоремы 
I .2 . I. По ( 1..< 2 zf v. ) из ( I .2. I 5) О)!Ноэначно оnределяются 

1 1 1 г. 

):,
1

, ~~и 11, ano {:х~ 0 ',if;~)из (1 .2.24) оnределяются liи? . 



" 1i =- (j() { u;;щ ft Ar +- A1'-<tJ;~J)J~(t(l'f.k"t~llt а (~.:"t;Щi;/'tl:: ср~(ц, ~ tJ;~) 
- ~ '\ ~ I)~J "'\ l- -? = -г 0 {1f.JJlt ( А,. -tA fiJ;p;)/!i/ "J..ot~J)tc{f.(1 ~ЩtJ~J::ФT~~d)'-'J 
w -::. W

0
( i;ч -+ я IAI ( ll;,PJ /!Atg!,Ц} хр (2~ d/f- Wf~~ ~ ;;,,ц~;- Ф1~ l)V, v,..u;: I. 2 . 28) 

1Г:::. <1J ""( ~<1 "l, w, ii-, ;--<1 

(Здесь nо-~~-:не~у ~rюАнено (! .2 . 4) с о~:Е:а;1дно~ зrо.!е!-:оН;! ---=>(~JW) 
·\ 

KFOMe того А ~ t С!, о)== О ) . 
)_чаАо:-~чно зе.неч?-'·НИ 2 , из CI. 2. 2 ;) 

сальность :-rересечения CJtoeв многообразий 

эквивыенrгна ус..'Iови!о ~1- f :r) t- О . 

в~во~ится , что трансвер­

W,м- и v~ ,.. на Г' 
(1.2.29) 

Зг.меч~~ие ~ . Из ( I . 2 . З) no.tyчae1.1, что за,J.ается 

уравнением ( й = (.). () { zг .и. ) ~'/. 0 ( if 1'- J ) 
,г· 1 . 1 

что трансвг_tсмъностъ Х к пленке .;{ 

. Отсю.r,а очевидно , 

эквивь....!ентна ус-

fdЦ 0 (0 j9 /<. 
ловИiо '();. т- О . Кроме того, по yc.liOBШ) ииее;.{ , что 

о / 'J'(A 
0

( О ,P.J _,. О 
1( /~f')'jl.::? 50 , ОТ.Кудг. CdjJ ,. , ЧТО ПOЗBOJIEST 

§ 3 . :Iнвараан~ные uноrообразня f<Онтуров , о6разованнъг-: 

ГO)J.'1КJIИHHЧ8C1an.t;.1 КрИБ~IJ.(И ceд.Jia . 

Ргссмотрнu дв;ута.~аметрическоР семейство л,ннамичесюf'< систеL1 

хи С 3 О , . класса , имеJСЩ~1Х состояние равновесия тиnа 

сед.Ао с d s - /ц 
мернь:и усто:1чивым и & - ие:-...,...:..: · { ~еустойч~шым 

).G-юнюб: я.зи.IОJи . [f~цло.:ю~им , к ан: и в § 2, ~'"То 01 Cf'/ uсщестненно 

и ri lfA) ~ f4_ ~ {JAJ • Предлозю~им' что при f< = о и:iОГООбразия 

w: ti l(la Ч nepeCeJ(a'1TCЯ ПО двум ГОМОКJ111НИЧ?.СКИU КрИВЫМ П 
~--и Г"!. 1 • не Jiеr\ащим в W 0 н выходящиц нз О в r:ротивополо~-

ных напрч.алениях . ПpeAnoJror.шм та1~.1{е , что д.и:я .nю6о:! точюf на f1 
шш на Г\ касатеды-tая к W: пересеl\ается с оrrвечающим дьн-

~ w+ но;1 точке сло~ч многообразия 0 тр~свсрсально. 
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v U[1..!\a5i: OKt-vCTH~C'!'.Ь КОНТу(;!). г; (} (1 U 0 . ~~ 

~- ,., , .. ,JJ" Т ') J - ·-·v: t "-" .-. • V • • х /"4 У.;.!СеТ O'l'TВJ!IOШa:.IJ.Ц(:~ ИHBD.-

- 1-:CIJI!O€: с l_ 

'

IJ t 
1.uюгоо6рvэие ~,гс тtt!<OC , 

чтu: т) [71 v (' t f./0 с t1 ~ , 2) I(acuтo.n ''1101..; рнсслоuн;.tr~ н."!д 
1 w;· 

nы;~одит иэ 

о и~о ' а Г'..1 - в C'l'OJJOIIY lA ~() • Тпгд:1 

3 случrае t ко P,lr,a 

llbl 1 l t! (L:~-~ . ~:н:~. ! .') LH:tH!I~ I I< т•:nrcмr: I.З . I), & rtrJ~: 

- 'I'\I.'Ibl:O о { ~ и ~ ._· i ц ( ff'< ~ J ЧJ . ~: 1:.:'Jн~~!:: 

6 ?0 ~T•"'r.J""" "' "("'ll~''L> т 
\ J J ' t" u . • . , ··J i t 

;:: l ( 

1'· r! ·-· ·н'О" ..... r..,,, /Ц / .t С1 ...J • ... l \ , • 1 ." t - r il 2 '=') п·· , ' ·l=->'\/ J ) tr, .. , ......... . 
\ • - . •.1 1:' '-"· " t/ ,-. • .. и 

1,( 

' J- о 

l • r "'~ l/ С ~(/ { О r-~-) -~ {О 1. ] ) f: 
t , , С" J 1 ,) 

- ц 'd t, ?_ 
п:~ ; ! 1 И/ ':l J" t l ')и\~ 3-" 

) • O'i•~ I'H?,I!r; ) ч·rо 

., · ~ ,.. ...,, (I ? ') 

.tЗ '-·~·._; ) , ....... ~ 

Еоз ьмем пr:oиэ вo .. ~i>ll,Y~J nоsерхность :!е : ·if-= ~ (~ ?,f'-) 1 

(1 .:=.2) 

rде Д 
L 1сонс•гмrтоИ Лип··шца н о прсделРНD nри 1 v J ~ дц 
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Поzучаем , что д.! я .t ~ых { ц " )-; LJ 1 
1 ~ > v' г·t , удометворпющих ~:с-

JlOBИIO Теоремы ~ COOT32TCTF~ГDqii= /~ j 
1 

l/) существуют И =дtiliC'!'Ee:iHU. 

Из (1.2 .27) н (1 .2 .!5) - ~1 .2.18) nри о~ JЖ/t Jp!t!tflrlтury-i 

\{ 
? {ifl ~ {t/1/J 

11 

( ;/// 
11 

?lpk 1 'fl i I •Ч/ 4-/ 1:1 lf" ~~1_ ~~ f _!_ 
1 
Ц 
1 

,)' 
(()i?)f,''JJ<I.,_ - .J ()zr;f(t)t;1a.-41 ~?,1'4!" JI - /L<I" ~ 

(З десь 1 pl ~ l м l ::>о ' 
. '), 

v тс:.:.ое '\\е , как в (! . 2. I9 )l 
Из этих соо'Iноgений и CI .2. !5) - ( I . 2 . 18), ( I. 2 . 2·1) ло~:-ча­

ем (1 . 2 . 3) , (1.2. ~) . Теоре'Аа ,:;:~казана . 

ЗGJ.Lечание I . В случае, ;{~:--. .:.а седлевая величина б~ A.LtO)t'" /i..fO) 
~ ~< __ \ 4 

отрицат -:...1!Ьна , в усJювии теоре.~:~Ы мor.rno поJiо"гить о и . ,..,е.1о 

-ц 

д в том, что ер.инс'I'Венными огра_:.:;!ч:ениm.ш на ( I .2. 19) 

и (I .2 . .':"), но пр;s 6 '-О 11 > 4 
очевидно , L , о':':Gда no.':J·-

- Lf 1( 
чаем, ·-tто д =.д удов.летЕОi..ЯО::Г соотно~РеЕиmt (I .2 . I9), CI.Z.:!:) ' ... nри ДOC':'cH'Ot.o:fO MaJ'IOM ~ ~ 

(
-jR -l i~ ,} 

Замечание 2. 3 с1•.1у (: .2.: ~) 10 ) { ~ • fJ П; за.~ается 

а А 'х 1 f А t d;J '-- С r;; if'JlJ - 'х. 1 t L. ~~~~L .:1 iJ' = с( tJ' ур ~:ше:н\ем r и . ч. 9 а 
) СОА' ~~~,.t~a'J (} ,~·<0·; 

А Al 

,rт,ля r из (1 . 2 . 25) и Н~f{ОТОР'""ГО • Отсюда IIОЛуЧ&Р") что 

поско.лы-:у в си1rу (I.2 . 5) н; ~О , то касательная к W'~ а с.-1оН 
МНОГОО6~Э.ЗИ.i1 н; nсресехаюте;я ЛО r транСБ6l:iС2-'1l~~10 ТС:'ДЭ. 

и только тогдаt когда А" 1 О . 
s> 1 

не .ne :ит в W = 1. ц = О /"" / 
Зг.мецание 3 . Пргдпо.ко~;~, что 

1Г=- о 1 х. =о j r 1uen·•-.,.fo тог-а . v.;;:н....., •• ..., , что точка Р -r ~ f1 /) П 

яе·.l\и'l·· в области Jl iJ '' ~ /1 z:, -:z • При этом paccuo?peни.fl ).{0"'<-

НО суЗХ'i'Ь ТОЛЫ<О НР эту ЧЭ.ст::, ~акуще~i П . Телег~ 
....... 

Зi\J~аDат:,Хя уnаu11ением /1 et /f::: () t координатами на. 
'7 s(J ~-n L - ~ 6 (),d.~·-Jf>; lA ь R.. 1 
z:€-. ) W - о t<.. ~ и 

& нов~ координатах (1 .2 .3) зЕ-:iШШ~.:тся в впр~е 

n будет 

П 6J-,;ТjT 
zт с Rt~e•-t: 



-#f-1-

Пока.~~ и, что <.:ущестn~··ет прообраз ~;1 
( j( /} ~r ?-~,. ) 

- о6лs.сть о;т· .. с;lе;:ею!Я ~-;.... ) , Пl t,...,-ranлmcщнi: с.-. ~ ~ 
,..,_ 1'\.- • • 1 

}/. .' ZF:: ( ( и .. 2, JA-J 

{ JJ -
\ t/t~j-l 

, определенную ПJJИ ы.:ех 1А •га.н ах , 

Ч'ГО 0 ~ l /,( ~ t,. J'ц 

Е 1i tt .. L ( j{ ' . ~ Ц ~·r ) , необ':О/\ИМО и ,цос•rаточ:но, чтобы 

(см. теорему I. ~. I )) о { с' и { ~,- дl4. и 

~ ~ , ~и, ~, " (и, z:I'_Ч--J i
- фl( {J _,." 

1- - ~ ( U.1 2" ~ rи/ l-1;-t/1;4} (I.3 .3) 

При U. -_О из (1 .3.3) {~ 2) находитсп О1,Но:зн ... ччо как 

К00l1_.~:П-!а'1Ъi 8ДИНС'l'1ЗеННОЙ ТОЧКИ nересеЧеЮtЯ ~t.~ ~ /ij-\ ( w;~n) 
с Jt . Отсю"',а и и:з 'l'O ro , что в си.ду ( I .~. I) 1\ 'd(~_,c?J\IL f 5 

, на ОСНО RaJ-iИH теоремы О Н~ ЯВНОЙ фуНКЦИИ НМОДША, 

из , I . 3 . 3) ( ~ }") находит-

c;i1 однnзначпо . Отсюла и и~~ ( I . 3. l) по.лучьен тr еб~~емое утnер·:<де-

HV.~ . 
........ 

Покяжем теnерь, что ~t.. - ;_унl{ция с константой Липши-
ца l. ~е .:ТRИТеJtьно , если /J() VI/~ ~/t(t:.ti,~l,дplfl, то flьzr/J~ 

l 
'JrФ ч Ф. 'J 1 rp fФ. ч Ф.. lJ sL I'J( • . ' \I11(6~,A~.6~)/IтL{J6~11+L /<(у'_ t 11 /lb IГII 

цJ 2,/"'J 1L ( ГJtФ" С/' г; ) if ] 
откуда //6fГI/ {l fl9r~:l,~)/+%-LIIQ~~ ~?J/1) /k6~..t/ьl-" .t>/9//, 
Теперь, поскольку //6lГ[{ ~ /lfd ~;r/1 vьv-uг q 'д!Ф/' - j(lfь{J 6l AfiJ// 

u r;;" 9f!f:, + ~ro(u, '~tч) " ' 

получаем UolГ'' ( Гп ~ /1 t L n :;·n i t /J \1{:, l.:: и - J 11 ( ~ Lt. ~ ~ .1;<) 1/ 
ч -L1 'J..u, l/lJ J 1 - L /r "'tf':Y. !~~11 ' ' 

7Jlf 
отr:уда из (I .3. I) 11 1> 1Гfl (_ ~ 1{ (ь и" l1l, ~/-'-) 11 

что и rr·ребовмось . Ез (I . 2 . 1), (I . З. ~) { -:.О при u.- О • 
~ r-._ ...-.__ L 

Получае)..(, что 1{.::. Jej И j{.L - JШm1ицева поверхность , onpe­
'1,/[-'l( <:"1(1 

деле11Ная при 13сех и с о / о 



По1 ~-·:м s что отобра·.l\ение 1t. 
о 

( - ТОЛО.'Ю ГИИ u Пl'•О стr. ~UCФ"RP ... u-·c't lj:>";:"'"~·y по por.\n·r.-ro c-~":i и " l:'t.;A..~ ~ .... - A••J-z .. ...._--.. 1- ~""".l.J ... :..rl 1-....4 .. в 

At> L il ./~ 2 
• j;.ействнте.'IЬ:Ю • . :ус-ть .lf- .1( 

,.f!l .А~"~ 
две повеfхности рассма'!',tmвасмQГО вн" а, А и ft - их 

С КОЕС'l'ЭНТОЙ L 

прообраGы . Возъмем про~#эвольное ( l< J 7!, jлl (длн ог.ре.г.еленнос-
,._ i - i "-2 ,.._ '\ 

ти И ~ О ) и расс~~отршl точки Р G Jf У. Р ~ Je : 
р{.:: {И)~/ 7J; li (и./ 21 f<)) 'P'l== ( u, ?-> 1Гt D v-;. '1:7 

( l< ;' ~ ;Чl) ) 

{ т- p,....i (- - - ! l - - )\ 
а Т8К:\С ИХ ОQJ=Э.ЗЫ Р ~ ' jf" = 1А., ? , 2Г=.. +. ( 1(~ ~ Jf'4)_; ~ 

Р2= 7;~ P~=(ii+6ttJ ~ т--12.~1Г+-~V=== A"tfн6~~cr6г.~ /()}. Очгвид.'·Ю , 

' L:>jA- -0 ) то 

и в силу (I . З .I) получаем 

li~ 2_r~ 21~;-lтu., ~ ~~u~ + t t.<(tt
1 

z.,~J- ~ l rи~ z--,~1 u 
/\-.-

Taкm.t образом , j{ 1-1- Jt. - с ()а.fающее отображение . 

Очеви1на , что 



!'Де ("fi" 1 ~ ) ВЫЧИС'.'IЯ:Ю':'СЯ ЛО 

(I . 3 . :;) , eC.JIИ )J ~~,/"' 11 ~ 

о;:реде.nяемое пгавИJtО~1 ( I. 3 . 3) ' .rп:~лнется CRИMaiOЩiiM в - то-

rюлогаи в пространстве огрз.~~iЧеi-t.ных r;_ункций, что легiсо с.11е,nует 

;~з ( I . 3 . I) . Отс:t )I.a в силу г.;v.нциnа пос:Jю~ного сжатия [ 2 <r J пo­
JI~,...чaeu, что существует инРариантное ~щогообrазие :ft. t Е- С 1. 

f"'\ 

.JF.JI.e'!'HM , ЧТО !lO СКОТ. Ьh")' 

но ма.ttым за счет ма..1!ости 

и- о 

пl- =- f l<. = tJ J 
разы многообразия ,f 

о 

мо~.;ет бъ;ть сд,елано сколь угод­

п t·;-
dh. == о 

, ~'О Г)(~- t!_,;A) при 

f...a-

. Пусть 

- ПJ.ООб-

относитеJLыю отобра:н.~ений соответстл~нно 

Ji tf 
~t' и T-1.fi (с-а.{. ~vxnзs.~cJtъcтEo теоремы 1.2.1). И::~ 0.2.2·) 

j(. 
lo 

1 • 
~l~ЦD. l)::: 7г l ( х. // v', ;лJ ) где 

- rлацкие ~у-ню~ш•. :i о6озна1.tенинх теореt.-!1~ I . 2. I (см . 

точн~ t чтоСьr для неr:оторого 

(1.3.6) 



• 

(I .3 ~ ) 

сr . з.9 > 

zт'=tr'"(x' 1 2j',/AJ 
(I .З.IJ) 

При i д? О { О).!.Нозначно оnре}lеляется из о: . З . 3) 

через (И, х, ~~ 1.1~ // no фоtщулам (I.2.I4). ПодстаноЕха (I .2 . I4) 

и (I . З.IО'в (I.З .Е) , (I.З.7) лсхазывает , что :Х' и J' одноз-
начно определя~тся по ( u., ;t_, ~~ fAI 

- о ( 1 ~ r l-j J 
fl 

d { х_, ~ '1 1 ( 

rь ( х_/ iJ~ ~,rJ j) 

(где У 1 / о ) . 
Tener ь из ( I • 3 .9 ) nолуча е~! , что nри 

, причем 

UiO if од.r.означно 

выражается через \ ..t, »~ Ц, ,fA/ , nричем из (I .2 . I4) -(I . 2 . I~) 

и (I . З . IO) - (l . З .II) 

1
\ 'd /Г 11 :: о ( l !.Cj 1!.;.; -i 1 

)') 

'dtл., »~ U,;<J J 

д_ 

11 trll = О ( r 1 ir 1 "! ~~ ) 

д.ля (S из (1 . 2 .9) 

Отсюда , nолагая ?Г::О nри V. О , nолучаем, ч·rо множество тр8 eк­
JJJ• 

торий , проходящих через dL образует гладкое инвариантное ~нo-

~t.~t 
гообразие п f" • Теорема дока звна . 

Заt.•ечание I . Поскольку no доказанному при (U::;.. О, ~ ()) М~ 

касается { d и-= О i , то из (I . 2 . З) , (I . 2 . 4) nолуча е}' , что 

ограничение на Н; /1 П отображения llуанкаре 1 c"r- {. l. G { - J., 1 J; 
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Зat-leчaffi!e 2 . П~-:длоложи~.:, что лараметры {/-{t ,. ;Ч-JJ тако-

вы , что при jA., :: О ХА имеет гомоклиническ.ую к О траек-
торию , го~·от(?ПН~'Ю в V Г:. • Тогда, при условии, что семей-
ство 'ХР :-рансвеrсально пленке систем с ,nву~·я го~·оклиничес-

кими кривыми седла , JJожно считать (см . (I .2)0 )) 

(I . З.:Щ) 

Замечание з . [ре,nnоложим, что Б ситуации теоремы r.з.r 

с/ f~ J ( А l {fA) - вещественно) , ГI и f!1 входят в О 
навстреqу друг другу , касаясь устойчИвого ведУЩего направления , 

tu5 111 -и касательная 'f'./ r трансверсальна слоям многообразия vvf" 

(что эквива ... -тентно At :/0/ ,4_,-10 в силу заt-~ечания 2 к теореме 

1 .2 . 1~ Тогда применение теоре~~ I . З.I . к систеwе, полученной 

из Х..м о6ращение)J времени , показывает наличие у х".... в v 
притягивающего ( d 11 

-r 1 ) - мерного инвариантного ~·ногообразия 
ff; . Любая траектория, целиком лежащая в V , лежит 

на двумерном многообразии li i"- ;: fl; /) Ift"' • Н~/)П состоит из 

двух гладких кривых а 1 и ()_ _1 • Из (I ·2 . з), (I . 2 .4) неслож-
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но вывес'l'И, что ограничение lJ~ }Q~ . (\ -У а1 имеет вид 
- { " il 1 ( ;h.JL;l . 

7J.= fjt~'}(j А.> r A;t~;)JJ'"/ 6''~11 -r ;)·J t ~.~J 5 tfij {li
1

J-<J <r .з.rs) 

где 
/\ .. 

11 2< I.JJ/t lt %3f"п ~ .и J 1 'f 1 ~ 
\. 

~ # 1~1 C\/ -i 

(I.З.:fб) 

Замечание 4. Как сле,nует из доказательства теоремыJпри 

б с- О многообразие /Ч; определяется единственным образом. 

Несложно показать, что при 6 с о ~!ногообразие 11 { являет-

ся устойчивым многообразием контура f; U (!_ 1 U О • 
- yl 

Действительно, из (I.З.Ic), (I.З.Р) при р=- о /tл 1< ).I(Цl 
О 1 / "} 1 t о.), 1 

где r может быть сделано· сколь угодно близким к __..,h foJ • 

/ ,-;1....., i 
Зэметим, что при ь <О r " , откуда nолучаем, 

что 1 l7 ) ~ 1/И 1 для некоторого rf с { • Отсюда, 

очевидно, любая траеt<тория из /-f: стреми·rся к г;_ V (}1. v'O 

nри • 

Замечание 5. В случае систеи с одной гамаклинической 

кривой утверждение теоремы остается в силе ( в доказательстве 
........... 

теоремы надо только nоложить j(_ 1 :: [ l./::. О) , поскольку 1 1 1-'1 

не оnределено). В случае, когда At (~) вещественно и некрат-

но, (1 не лежит в W :> , А,~ >О и б' (О из 

(I .3. 12,), (I. 3. I; ) аналогично тому, как в замечании 4, получаем, 

что при ;л ::.0 и и. "?о имеет ~·е сто о ~и. ~cr lA 
' 

где rf L.. 1 ,откуда получаем, что в этом случае 11/ 
является устойчивым многообразием контура Г' U О и опреде-

ляется однозначно. 
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ГЛАВА 2. БИФУРIV\Щ.fi 1 1\0НI'YF А , :·УС':'О1.ЧИВОГО НА М ; . 

тем 

с 

§I . ПредельhЪI€ мно~ества. ~~~с тем, близких к Х 0 • 

Рассмотрим двуnарам:етричес::iое семеИство~цина.мических сие­

класса С 3 , И~.{еющих сост·: :!НИе равновесия О ти::а. седло 
5 d! d -мерным устойчивым и -мерНЬIМ неустойчивw.с tтогообра-

зиями . Предполо~им , чrо для выnолнены уело вия зо.tечани.я 4 

~ теореме r.з . r . t ТО еСТЬ , Ч'!.' Сr (i (f<) ~ ~ r z (f"-) , ЧТО 
ч 

Wo И nри w; пересеttё.ЮТСЯ ПО двум ГОМО1СЛИЮtЧеС1\ИМ кри-
БЫМ w 1.tо~ О , не ле~ащш.t в и выходящим ~э в 

противополо~.НЫУ наnравлениях, ~~о для любой точки на ~ ИJtи Г.\ 

касательнв...~ к W: nересекае-:ся с отвечающим данной ~0'4-ке ело-
t 

ем мно гообразJ-tя W о трвнсз~рса.льно , и что седлова..~ величина 

6 < О • Н t1iJIY теоремъ: I . 3 . ! система Х~ имеет глад.кое 
> м + и~ вариантное ( J ~ 1) -мер?ое ъаюгообразие t" такое . чrz'O лю-

бая траектория, ле~ащая в V \ f1 ; пок1щшз •r V ~а конечное 

время . С другой стороны , в си •.• ,· замечания tl к теореме I. 3 . I, 

любая траектория из М t 
~ 

::.:- nокидает V nри i ..;+co-q. в 

связи с этим дмьнейшее расс:.<Q:-рение будем проводить для ограни-

чения х? 1 н~ . 
в \.l ч aJ t 

силу трансверсальности ;-ересечения vv 
0 

с г·1 , по 

ri_ V r_ 1 lJ О многообразие N ~ nереевкается с V1 ;· по двум 

траt?КТОрИjШ : ri .C,t;J, И f'_i. {~J • _Р?-уСМОТрИМ ПОСЛедо;.атеЛЬНОСТИ 
r р l l J =Jt { р l l3 "'~-j точек t 1j f.) )j~ о и - i j f 1 J.)~o ) в которых г~ {f) и r_i 'r./ 

nересекают 

ческой к О 

П ( ~ -1 ;::, + оо , Е ~и ( {~) не являетсЕ го~.юклинн-
~. • 1 s ~ 

, в гротивном с.-r;г.;ае ~ ~ конечно и Р~ ~. Е П (\ W ~ 
J, 

Поло~им Z = П n f-.i ~ • Иt~еем 2_ :: 2 1 {./ 2.J. И 5 0 , r-де 

2' 1 - 2_ /) { U">O~) ;?_
1

::. 2 () t U. ~ol, ~ 0 :: г_ J)fu= Oj. 
Gбозна.чим коордz:r:аты Т?ЧКИ Р';:. lp) на 2_ ~ерез цj~(;-tl, г 1~1t'-

uзt ~ - ~ Очеви~но 'что н -z. f'J:S..Г,!ro зависят от r ' nрИ.)Е'М t~ = ц ~· 
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Определим nоследовательности 1! f,цJ=[ si i (f'}jj~~ )1 1. ~ f,.чJ=-~ SJ,-/f4~/~ 
символов алфавита f -1, 0/ 1J след~'iОЩi<L\! образом : I) .SOL (~"";:::. "·; 

2) если 1. ~ .) ~ J./ • то 
то S,. lp) = о при J. > j~ 

. j-{ : • 1 

SJ i (~J= ~3~ м 'IJA) ; 3) если J,· 1 r ~ 

(заметим , что U i-j,. ( fAJ :1 о при f ~ j ~ J,' 
.) 1 - • 1 

т а!< что ело во f S J, (~1 ) /: ~t н е содер:::;r:- н~rлей) • 
В случае • ес.ли П f;..-.J возвраща&rся в седло при t ~ ,._- , 

) :j.' 
ТО СЛОВО ~ ~ [ S Ji t}'IJJJ=o' будем НDЗЫВаТЬ ТИ!10J.~ ГОМОИIП1НИЧGСКОЙ 

траектории Г: (? 1 • Периодическую траеr.-тор~~ю састемы ~ , ле-

жащую в V и гамстопную в V гоМОi\..;1.Ю.:.ичесной тp.aettTOPJШ 
тиnа ~ , назовем циклом типа ~ • Тнп периодической траек'l'О­

рии определяется с точностью до u1:кJ:нчесной n~рсстановюt симво-

лов . 

Построим нехоторое двоичное дерево fJ следующим образом : 
в nервую вершин::, noмec'l'И!j пару сиыво:~ов ( 1) - 1. ) , от нее оnус­
тим стрелки в !Jерrд!НЫ ( 1, -1 i ) н ( { -1 , - J ) и так далt=!е. по 

прав илу : из вершины ( р) q." ) npo rюдят ел ~ релки s вершины ( р" tyf) 

и ( р f:; ry ) (з r;есь р и } - конечные CJiO ва алq.ави7а t 1., 1} ) • 

Пару конечных с..;-:ов ал{tавита {-d 1 j назов~ы доnустимо;: , если 

она стоит в одной из вершин nостр.Jен:ного дерева . Пгру бесконечных 

вправо слов ( р , су ) назовем допус:~· ой , ес.;111 существу<:т после­

довательность д.оr:устимых пар конеtW..ь:< ело .в ( р, , 1-~ ) таких , что 

все РА являются арефиксами р 'fk - префИксами Cf , длины 

р~ и ~ 6 стре~: .:rгся У бесконечности np;1 k ~~ и для любого Q 
пара ( p~t1 , it:. rJ. ) принадлt;ЖИТ nо,nдереву с начальной зер;n;!ной 

( P~t. tf& ) • Слово 1 назовем долуст;: .. ~=г.: , если оно является 

:зп ;Менrом одной ~tз до пус T11:1.1iill:: пар . 

06о:знач;с.~ ~ля ПPJ11:J вольнvй до::'-с!7.!!.С:Й :1ары <р /'У ) через 
IJcf, 'fJ поддереРV в IJ с начальной ВЕ,t:~шой ( р, 9-- ) • ,u,:iя до-

пус:. •::мого сл.J ва j 6уде~.1 писать : 1 <::; ~f.~) , если JиО6ая доnус­
т~'J.iая пара, сод.еfi-:ащал ~ , nр;!на,:,.::Е:Е~~'=' g tp, tf ) , 1t 11 lJ lf/ry), 
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если ю~хаюн1 доnустимая пара, содеркащая ') , не nринадлс.>жит 

fc~r;J · Для I<Онечного слова --5 алфавита l· 1, ~j длину слова 
обозначим через t ( J) . "Числом вращения" t' (j) на~овем отно­
шение ~~1с."1а единиц в сдове к длине ело ва . Для бесконечного 

J·.._ t 
слова 5 -/Sj))~~'; через 'l!~J обозначим .-t.~ r(lSJ}j=o )) 

f _,.,_ 

если Oh существует. 

3G.метим, что если в 1' заменить каждую пару ( р J су ) на 
napy ~~сел ( fff)) Zftj)), то получится известное дерево Фэри 

(свойс:-ва дерева Фзри изложены, напримср,в [32] ) . 
Лемма 2 .1.1. 

а) Ес::.н ( р, 'f ) - допустимал пара , то "t lpJ > с t f-). 

б) Ee:::i Ср J tf ) -допустимая пара , j - допустю.юс слово, от-

личноЕ от р и су , то "J~ 9t~ey) при "'t ((J}? lf)/? f:Ц,) и ~11t,p 
1. )) ~ 'lfp) или 1' ('>) f Y(f) . 

в) Ec.::~i ( ~) f,) 6 (fcp, tf} , то 
~ р 1 ~ ~ g ~о-о L fj ODD ~ f}~ ~ {J~ 

(2.1 . 1) 
~ ~~ ~ ~--- L. R о (>О ~ й9 ·~ ~ rf·- · 

(~десъ nод с~ ' г,т~е G - n(''I\OTOpaя групnа с;~,iВОЛОБ { -1 О, J 1 

поНIЬ!i:С:тся бесконечное вnраво слово, ло.1;')-ченное по вторениеr-11 С ; 
под < понимается отношение лексиi<ографичесiюго порядRа на 

мно:-:tе~:-· ве бесконечных: вnраво слов алфавита 1 1, о .. J J) • 

г) 1\г~-lая допустимая пара встречается в -~ ровно один р~з . 
• :r.) .J,тr.~ l<аж,:·l,ого конечного до пусти?о.юго ело ва ~j , от личного от 

1-1} ~~ {1J существует и единствеrrriа допустимая пара (ftf5J,fj. OJ) 

такая, что если ") начинается с с.диницы , то ·.) = P'f-~J Cf -r :,; , 
с..~- !_.J , i, /1, (t)ll ,.{ . 
J t:: • .>r -, ) '/ и л:-збая доnустимая пара, содер.кащая ..> ·"саг 

вид 

(2.1.2) 



1 
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Если же -:5 начинается с минус 9диницы , то 

-1 ~ !/rp'oJ, S) и ;nо6ая допустимая пара , содер:iащая -1 , имеет 
вид 

---

( р ftS)j &' ~) 

где k ?-О 

(2.1.3) 

е) Для хаждого конечного доnустн~.юго слова g , не равного 
t j S и { ~ J) , существует а единственно дonyC'I' i-1MOe слооо ~ 1 g 
такое, что f(~J - J(j) . При этом ptti)J::. p ' f tJ , Cf ~ 'gJ - 1 rJo 
и либо j - r t ~ - t . 1 -р _, J либо !} :: tf -р r ) 

A-p'f-. 

ж) Если <р" су ) - допустимая napa б~-~сi{ОНечнЬt.-х слов, то НDйдется 

слово g Та1юе, что р= d · i О , ~ .: -J 1
1
J . При этом сущG ств~rет 

'[ (~) =- с rpJ = (. Uf) "'( {р" iJ. {L{J, jl иррационально и однозначно опре­

деляет пару ( р, lf ) . 
з) Если р - бесконечное дuпуст имое слово, то (' нелериодпчно 

и в р сколь угодно далеко от начала встречаются сr~оль угодно 

длинные прР.фИI\СЫ р . 

н) Для л:-vбого ! 1 ~ [о J] суqествует допуст~:.:ое слово 
" 

р такое , 

что У (pJ =: r* 
Доказательство . 

а) JЕL\1етим , что для любых ело в 

.~ _ .fca_) 
Af(gДJ:: "'t(~j}- "{(g) {t~JrCc4J (2 . I. 4) 

Оrсюца , сели 1 (@) '? l { д/ , то 
"'i 1 q J > 1 t fJ ~) ~ -r. 1 tf 2 ) ;:> 'У f fi 1 (2 . I • 5 ) 

По опрсцL.. ..tro q для допуст~~.:ой пары ( р, 'У ) с:ущестnует no-
J ~ k 

слсдо вательнесть пар { ( Ps" ~ j ) J j ; ? такая , что ( Р•" 9·1)) ~ { 1, -1 )/ 

( Р•, ~~ J =- f р, f) ) f f71' 1' 1 , { , r ~ 1 l Р; /r J Р;) ~~;:;1 ( Р i • f , ~ j, 1 > f Р i t} i > '1 ;) · 
Оrсю;:,а , поснольr:у 'rtpo} ~ z,tj-0 ) Н8 осН.)ВЭI-UШ (2 . 1.5) .аrщукциеn 



nолучаем У tPJ > "tt1) • 

6) Пусть 1 ot, ~~ ~ У (р, '}) • Тогда существует nоследователь-
d ) /, 

НvСТЬ Пар {{fJ;,fj-jJ)i'!.l: <Ро.,~о)- ((/.-'}), (fJ,,f~t)= fj_,/;)"({JJ~L"~itL)~ 
::(P;,1jPj) или (P;.,J, 1j..,t/= (fJfJ·> q;) . ~'tн.J.укцией по J 

чаем, Ч'!'О 

nолу-

~-= р lJ'~<~,. р n~ - pn,·,-s. f VZ:J ) t-= tf р )")(tf ~t • cym~-1 рм,·l (2.1.6) 

ГДе (i ~ 0) t.'z ~ 0) l,1 t l-1 ;> 1 n-ри k;. О j YlJ >о" ._, }1,·1., 'f>01 n,~ ~ 0 .. 

и ... 
1 

..... о. nt . "? о !?f · .? G?. 1 .. :т сюда и из ( 2. 1 . 5 ) 
f 't r , • - • 1 t l ·t / "l 

tt Р) ~ kt JJ J > Jt1 Д J ~ "tl tf) ( 2. 1 . ? ) 

nричем 
~ 1(_{ pl ~ J{f!J) <.==-..> р ~!} 

l oft Д;= ~/fJC::~ t- ry 
(2.1.8) 

(Знак .....'=..> обозначает э·-· sивалентность) . 

Пре,::,nо.l~жим теnср~ . что д:nуст~1мые пары ({J; f) и ( // f7 ) таковы, 

'4'?0 {f,l})rf q 3,~) и !9, :,., tJ IJ[P,~) . Тогда, очевидно,существует 
допуст;n.~ая пара (е, с ) ':'с.r·ая, что либо ер f) б gl ( ( ~/ ' 
(3-· h/<:: /j(Ccl С} ' либо ( р, су)~ f:ft~oc.J .. }' tg, ~/С.: ({( (> )(. f). 

w:сюда Б силу (2. I. ?) , (2. I .U) получаr;м 

!d'f) ~ Ar:'P/ ~ ~(f..J ~ lflJ) 

лпбо (2.1 .9) 
t(~/L lf(~) ~ f!Cfl < J{(p) 

<.~ р - с(. J ~ .:: ( с 

<-=:> Cf = [С ,. ~::: Ь L 

(2.1.10) 

Пусть ·) - неi<оторо с дс::устш.~ое ело во , отличное от р и f . 
Пусть t - ПJЮНЗвольиа.С! -:_оnустимая napa , со,:;.сржащэя -:) • :iз 

(2 . 1 .? ) • ( 2 . I . Б), если ~Е IJ(p, tyJ , то 'У <PI > (J~)' ·rцJ, а 

если {f. q,; ~ ..... ~)( EJ , ":"о либо 't('))/ ,..C( f/ , ла6о ~t~:>Jc 'rfr"J 

.:.ели F -:1 I:Jtt,•1i >~ (fJ, qJ 4· CJ(E) , то нз (2 . I.9) 1,iplt rf~J 



либо t { 1) ! { (f) • Оrсюда уrверкдение пункта 6) следует 

очевидным образоА! . Пункт в) очевидным образом следует из 

(2.1.6). 

г) Прсдполо::\;~.~, чrо пара Cp,!J-) встречается в ~ в двух раз­

ных местах . В C}L1Y (2. I.б) НИI<аиая из ~~т;:х пар не может принад-
-

лежать под:;.ереву с вер!!иной в другой паре . Тогда суще~ вует 

допустимая пара (~С ) ~аi<ая, что одна из пар (f)'f')~ 1ft~cff2a 
а другая (р, lf) Е tf(CC

1
(). Но тогда в силу (2.!.6) р = (или 

р~ (cf ... ,и, одновременно , p=ic или р=-ьсс. .. , что невозможно. 
Полученное г.ротиворечение доказывает nyНI<'i' г) . 

д) Пусть ~ - nexuтopoe конечное допуст;,u ... ое слово, отличное 

от { i J и 1-1 j. • Пред:юложи:м , что 1 начинается с единицы 

По определенз~ .fJ с:ущест вует доnуст1~1ая пара ( р~ Cf" ) такая , 

что ~ :: Ptf . :lo::ar.::eм , что такая пара е~анственна . .цеНст аитель-

на, ПреДГ.О.:!)Жi~l~ t ЧГО С;у'~ССТВуСТ ,цругая '"J,О.lуСТШ.~ЗЯ пара ( f~ r') 

такая , чтu :S :: р '~' · В силу (2.!.5) YrpJ> i{SJ;, ?.tfJ иYfp'J' rr~)> ifty'JJ 

то есть не может бь.'Ть , ч:"обы 'У(1) ~ ?tp'J а;ш 1 t_f'; ~ "t(pJ . 

Оrсюда в cv..:y (2.1 .9) 1ГА6о {f~tjJ ~ --tзrp;~ 1 
), либо (f'. у'/ € 4f'tf~tf}. 

В любом с::учае ~~ (2 . I. б) получаем (tf' /т ftj' J i ~(JJ r (tfJ , 

что щ:>оТНЕОр:3ч;~;; равенству p'ty 1 =- р 1-- • 

Полоi7.;!М р• 15)-=- р ~ -( >l =tf • Пос:-шльку ((pJ> t/1)? "ttf).~ 

из пункта 6) ~сл::,гчаем ~ G 4 (ptf)J / q, -tsJ) . С ,qJугой с7ороны, 
ПОСIСОЛЬКУ l ( )) =- 1 { tf ( 1) pf( )) ) , ИЗ Пунh'Т8 6) получаем, ЧТО 

~4: ./j( prrj)~ tt'-i~Jpfr~J) • Таким образом -) 6 q()" fj-f'SJ). 

Равенство ~2.I .2 ' следует из (2. !.6) . 

начинается с манус един;н_.~,"'Ь: доказа-

тельство :7_?")ЕО,.: .. : ... i-!:'СЯ ана;югично. Утвер:кдеi-5iе :!J'Нh"Та е) cлcN'e':i:' 

из (2.I.7)-(2.I.IO ) . 
/ 1 · { ~) 1 ... - l tj) J r -) ж) Пусть ( р, :t) :::1 1 р· ~ а. __ - допус:;.швл г12рг 6есхонеч-

/ \ '" J =о ' f 1 -о 
ных слов . ~ с::_:~.:,е.ле~~ю t ыож.но вь.-брать rюсле,:.овате.г.~нvсть 



допустнмых пар (fs,a.,J (pd, rJ.1 ) • . . l P&r t tt.,~ ; t/')1) tL, J 
т ) r ) ) J 7~ ' f"~rJ 1 71'lt/ 1 • • • 

, такую , что /tft.J ~ _. , ft~~tJ ~ ~ , ВС'-' Pk СЛJ'1!~ат 

пре.~ и к ею: и р_ , все i.o· 
1 
1tz- пре~иксru.ш tf н 

~
fo ~ -11 Р J - .1 (-1) 

fl . t = Р~ ( +r. J '" ( 2. I . I ~) 
t{tь •• = ~' ( fre,J)rч~ 

где i,. ~ i) rn,';>, 1 • (Очевидно) (Р&..-1 1 tfA:J Е= ~q (flt , tf-A:) ~ 
(p~·J > 1~г, 1 ) 6 lJ(pf, 1 J 1k) ) · Из (2.! . II) следует, Ч'rо r.ю·к-
но ПОЛО"\И~~ Ptz =- 1. - J J& Щ;И ~~2 ' где d~ = (-1)io-1.( 1(- i) ,·о - J)УЧ0 Х 
v { - i { l (- j) L0 l) 1"11\0 

) {. f - i Л d 1 .l j ... . t::rкo ви.г~ети, Ч'l'О "~:.L- -JJz..::- 1 di12 
Поке.wем, что nри ъсех k ~ 2 

(2 . I.I2) 

,[.eric·I'LЧJ'l'eльнo' пr е.n,по.:ю ~~им ) что (2 . I . 12) Bbll10J1iieнo при некоторои 

·~ /,l . ТоГ.!f F Cl·!.'lY (: . I.II), (2.I.I2) tf,J: ,.1 J-1/}I:rl ::-
=fk ( 1-l~f.,/'1<'1 - i9'-•l :;. Cflt (1-lfJk 1k l.')f}(~ 1-i ;]k1// = 

:: (tfk { 1 gь) 1~;·--~ (~~и -1 ~~~~т, ) ::-1 i[j~ r/k ( rk ( 1·1 ~~ 1/~t) f'Нt<) • 

Отеюда ь Ci ••• y (2 . I. r..:.) пол;учаt:М ' что tfk-1 1- 1 g~г., ~ - f 1 g~1'1 'flrl . 

Tener;ь IIO ин,п.укции полу·чаем (2 . I. I 2) . 

Iiэ (2 . I . I2) лолучэ~м , что сло11а {-1 i d~) сл:"·ат пре~ик-

самп ~ . Б то ;;{е времн сзюва { 1-f ~ ~} слу·:ат npe.;:I-шem111 р. 

Отсv.ща, ПОСКОЛЬК~' ft /jkJ ~ cr> С lJOCTOЫ ~ , r! g ~ с.чу~;ат 

nре.l.нt•сг.ыи g~,i при любоы ~ , то р = ,f -1 d , ~ = - 118 

,'I,ля некоторого бесi<ОJ-rечного слова 9' 
Пока:~емt что сущес'гRует 'r(p) н ~{~) • Зш.~е'rим, но-перных , 

что , ка.к л-аГi<О следует из (2. I .2I), rюследовательноGть чисел 

1f1~J, l L{Jj ), rf~t)1 ••• 1 
'[ lffг.}) '7.L fk}J " , • О6ра:3.)·'€'1' 

лос.r!С,t..ОЕБТЕ'ль:юсть пo,л,xoдm:iifX 1,poбeii для цеruю!~ д!--..... ~~,.·о f'l<o i J rl<1 •. . 

Тгким осраЗОiА С;)-1I;естnуют П}'ЮД·~Лll ~А } lf~ J = Et:..... "r.tyE=)-= [ (..(l k( 11 f.:J 1.Ч J •• 
f;.>,~- р ~-f,...-

ЗамС'I'Иl!' tiTO rю ГЮt;троенню ' .цлн любого ~ C..'IIOBЯ. р и cr 
составлеr:JХ из бло!':о:в РЕ: и ~~ . Отсюда д.r. я .r.ю6ого n !'~~!~-

. [ J f CJ)IJ:J(:..) 
)l,еТСЯ J(it)t f{-~~i:{ fcol:.} ((J.~.)) 11. такое , ЧТО CJ:OEO l (J j'-

r• , г~ > J=o 



составлено 1~3 блоков f;. н rk 
- -,({f'')Jt_~ ~~)) = о J _ • кроме то ~""'О , в 

) -0 

,. ( 1 tjJ/;_v· r ... J 
. Очевидно , что ....t(l)( ~ ( Р Ji:-o ) -

;,-+-с 

СИЛJ' (2.1. 5) '1' (ffl)~ 

~ 1r 1 pm5~:~~~) ~: -rrr;,) 

? {( ~'} 

'"m"ю-!!::1 "'- ) /7;"-- 7 :lntJJjJ=-ч) 1 .• .,/l.Ji){j -.,) 
• \,.; ..... ,l"''- t(,P~z ~ .{..(.«( ((r -- ~~ (/j f ) • ~ 

11 ~ ~ J -с i1 ~ J " 

/1 
• У стрС'~.ля:: в ':)ТОМ 1 il• ран·анстве R н б~ско-

... }tл) С'"'1ествует и рдвно Сt"и. '[ (т~L) -нечности, получаР.м ) ~:: ·) . г ""'" • ~ . ., r~< 

= е.~ 1 ftJl) • АнеJiоrнчно 1' с11 = fc.~ 1 Cfk) = [/щ_ ... ~ (tjl.) . 

r:'a:H1!!. оGt"&.:зом cyщec'l'B:,rt)T ·-r tpJ =- }. ( 11 :: 1 tp/ ~) , nричем 

~1з (2 . I. 13) c;Ie;•ye'l' ~р;-ацнона.Jthностl, ?. (fJ, 'f) . f\r.oмe то го , по­

сколы-:J, чr.c.na '~~м~ О'\Нознаmю oпpt .. дeл.яett·\_:ri 1'~1(2.1.13), nолуча..-

t?}.! , Ч'I'О Рара ( Р, 9) 

П~rнк·г r.: ) доказаh . 

э) I!Jrcть { (J, 1·) 
игрг.циснал ьно сти с.ле.t-ует , что ни р ' ни (l 

7 
не 

стгновлтся nериодичесю~ын :-!И с кэi·:оrо ~.~естз. Рассмотгим or:or.;eчDю-

, ТО l~З 

на · · асстоЯF.v.и 

~~ , у до nлствор:шщие (2 . I. Il). 

р 

р 

~ 

, все tj~ - 11!Jеt;иксами 

на расстоsии fit~,) 

Д.J:ИНЫ 

t(1k) от :iачг..:1а - пре:~·I~кс слова 

lt;~.J , а в f 
р -;лины f ftiJ • 

{tp~ )~ с.-0 У. _( { <fk / ~ --"" , ТО Е р Сr\ОЛЬ 

а :о 

уго,~.но ~ЛlШНЫе П!=e~;~r:Cbl (') 

сколь угодно далеко от начюха с~оль 

• Стсю:r,(l утвер·:,г,ение п~-::кт<:. з) 

~р ;r:с.т ou::>в•trar,.,~·· 0~...,-=:':!o·l , • r-..1 ._" • ._ • •~а-.~и~ ...."~~ ;.с. . 

...... ~. 
4J- р 

] 

} ~: '"'..:.- -о··-::':) ot:a 
• ··-~ ""' 1.~~- • 
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Теорема 2. I . I. flpи дос•rаточно малом дft w - лредс.1rьное 

, содеро-:штся в мно-

Л;. - замьшанш1 тра.ектори~i и r_ J (f4) • лl-f 

СОС':'СН'Г ИЗ ТО~ЩИ 0 ' • : либо I) ,.-~вух усr:-о11чивых на JUf ,-. пе-,.. 
рис :,;1чесюr.с трае!<Ториl! и т1-~ае:-:тори:~ ~ fJA) н Г!., t;cJ , l\O'l'Op~e 

c'rpr-ыsт·rcя ка':~,",ая I< своей r.ериодич·?~коН трае!~тоvии , либо 2) о:~­

ноЕ устойчивой на f1 ~ nериодичесr<ой траектории со C'l'IJf мящи-

мис.Р. К Ht:i! ~ /.р) И f7.. 1 t~) ... ибо 3 ) ГОМОJ<~!1НИЧfСКОЙ 1< 0 

TlJ<l"'K'I'OIHШ ~ (ft) или Г!~ (f.4} н ~rсто!:чив~й на Н: nерио,'J,ачес-

tюГ: траР!<ТОрИИ , 'К KO'I'Ol~v~ СТ!JеМИТ...;Я OCTЭ.BillclJ!CF. Т~С,.бК'ГОрИЯ r; /,А} , 
о тргеr.торнН, J111бо 5) гоью-

1~ не~ nставшейся траектори~~ Г! (r) , либо G) контifнJrу•щ незэ.ик-

i-:}''Гt.:-.с ус·rо:~чив~х по Пущ~·сону траекто1'1~!~ 1 ус·Ро:1ч11ВЫХ no Г.Jуассон:у 

( 

и о~поИ устоf1чивой no Гi~'аесJну ПI~ ~~ t _, --
траеi{Тории иэ tV > • Е nocлer;,нe!.t c.ttyчae 

f1 
' 

НИРt~ любой сво~=-~i~ траеr:ториi1 , i<liOMe о ~) 

Периодические и гоw.окдин~~т.;еские к о 

( 

~ (j-.) и r_, {,AJ 

Р- - устоi!tп~воЕ) 

является з2.мыка-

траекторшr >.ЮР)'Т 

И!Аеть только допусти...,lые ·гиль: . В случае r:э.личия т~ры п~риодиче·~-.. 
Ю'ГЛ: У.ЛИ ГОМОI<JrИНИ.ЧеСIПl': К 0 траеl\ТОрИ:1 И:': Тl-Ш:ЬI ,.... бГ!l.Зу~tОТ ;:.,o -

J:YCTHMYIO пару . В случае, коРда ~{;<J и !:. 1 lf') Р1 - устойчи-
вы ) Г!с.ра б~сконечны~ с_,юв ( )f {,f"J, ~-j (fAl) до~'С'I'Ш·;а . 

малых д •• t. 
..~ 

о Д.ока..зательстно . Зш.!етиv., что пр:-1 ,r:.оста'!'ОЧ:о-iО 

опре:::,е~ены отобра ~ения ~'а1-!:-:аре '"С; {j} ~ т!!' lн;. тj-'l ~ 7 ( 
J;.- н;, ' 

( { i ~ . с:; и <; -> < ~ /-.1 ~ . $ и < ~ <... 
/' . L J c..D L ) l. ? . .:;_ J [!) , L 

1.: . :) . При ЭТGМ 

~) 
:Аы 6у;~С!.4 :iВ..JЬ: Б.а'l'Ь 

Ш..!М I0-10 -\CCTDOU 

. 
'~.,;. .. ~ . теоре>;(J' 

(2 . I . I ~) 



~i ·J\{2tUzq) n 7)' !1 ( z _l И?о):: .(/ (~ .I.Ii) ) 

и~ CI "'~ Iz) CI '"' т-:t) /J 'd(t/1: ~ lfiг)/1-. О n 1 / "~ 1 / о 
1•.;;. • о.) • ' H J • J.: ..J '() {U, 2 ) lJ ! И ~ ' О T J<y-

.~а т)'~ - с·:имающиr~ О ТСбро.~еi 111Я. , . ТО i=>С'Г Ь , Е'СЛИ· Р l~)€ :Е~· U ;?
0 

l1 р U) Е 2 ,· v 2 о ' то 

(2 . I.I6 ) 

(г а d;y{ - нетсотор ое : расс тояние на 2 ) , n1щчем !-{ 

:;~ ~чr:от t.:алос·rи д и cJ J.A • .. о ·~т быть cд.-·~'IffiH1 Ci\O.iiь у t•од-
.. ,.. 

::: ~~ал.Jн . uy,·. ~·.t iiОЛаготь 

к< '"'· -1 I,...) ~ -. . 

I:,.:;-:...~.'.."t,; пгоиэволыrую 'I'OЧJ-:J.' р б z \2.,. П.устr~ ·rля ОЩР,',С.~еннос-

':';1 р f. ;2 ! В~:)ЬМ\?.Ы ПрОИЗiЗО.hЬНУЮ pt.j (f-} • :i:СЛИ 

Р (f\) t ~ 3 V 2 о , то .э (2 . I. : G) ~,·yt (~·.j~/;J, ~J·i~rPJ) .с 
( ~ 

~ k' J.~y( ( Р;5 (~) 1 Р) . Если P,•j {JA} ~ 2 
1 

, то d;_ yf (?о., р) ~ 

<: J~vf { f~ j {ft) , Р) , о·г:-:уда и нз (2 . I. IG) J.~ vt Фн (fO, Т:.,1У Р)) ~ 
1 

{к dt>i ( ~о Р) < k' disA ( Р, J l,JUJ ) Р) 
J 

. В любон слу-

• , • - · , • ' ' • 1 

( 1~1 {n l~-~\ \В ) 1 i( J-:. JJ J L ~ · .1 . 1 
d.:.,t {Pi)~j;: (J и r_1)\j:й >т,.. {р) ~k' •t<V {P!JJS; -J и l.P.J j )j :o 'Р). 

(fr~:.:.';a . ес;ш Pn - п-:>слсдо!:л'l-.:.лыr.~r r:-очюf n~1.ессчения с 



• 
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р ) то 

(2 .I.I8) 

Отс~дв , очевиднv ) IAJ - nредельное множество любо~ '!'раеl\ТОр~~н 

Прр· ·;е , t.:ем переходить .. ~альше , З<НАЕ:Т.им, что ниичие у си-

V предельного цикла или гомокл;!:~нческоП 

ЗI\ВИВ8.:'tеН':'~О Сj'ЩеСТВО-

неnодвv.r.~но t! 'l'ОЧ~\ а отобра1т:енин 

,,,.._t'l l • ·"1'о б-,., ·с-··#­"1c...~~1t. v1 l:"c::.·.t:::-:• •• "1 , 

усто/.t:ш:;ы на М~ 

Т t i! - с ··и­
/-1 

•го геr. иодичесхие траекто1.ши сис~·Е~..{Ьl 

И:э вестно [ 1 J ' чтс 8CJlJ1 r ~о {f.) с 2-J v 2 с ( ТО Е:С'I'Ь 

l.{
0

i(f-) ==fli '>О )) то (f<~i~ ш.~~е'г t:Д~~нс-:Ееs~-ую не-
rюд;:нг~·ную точr-:у ~а 2 1 (/ 2 t> ей соответс?ву~z;:: .~ :·бо .,..,,)МО-

клиническая трг."?:·тория т11па { 1 J 
I<:oтopыii являете::: (л) - предельным мно·к:ество~ ,t;.ля r; (j-1J 

) . Ана.:•огично, если 

' то имеет на ~ U < .c__ J Со 

НР.nо,n,ви .:.wJIO то~::· , котоt ой отречает гомоклиническа~ тр:lеJ<тогия 

н ли ц;.шл 'IНП&. [- 3! ( ~-1 ~)-:: (- 1 ) .. ~) . Отсю,:,а , е ел н 

f't>rO "1 f- · f. ~о то х,... содер~:~т .д •iб.J ДDll ~· ' 
цпклв., лпбо две гомокл ин;tчесю~е .. о 

о тpaei\'I·opшJ тнnов { lf J{ {-1}. Тапам 

обраэои 3 этои CJ rчР..с утвер'Аение Т9оремы оыпо.r.нсно . 
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t ""l'БО всех остадьЕ~х ~sач_ний f\ разбивается нu две 

.... 6::" 1 н: [ Р! .. й ) tA , ~ 

?ас ·;:oтu~n.~ nupnv:-u обла .. .. 
r 

и :- · · ~ з · , uтv о 2 

-' .. 
н ra _

1 

t'· 

;;. 

, ч:'О jA1 ' ,( ;;1 --С 

i 

1 -1 " J.J > -0.1. 0r.!'CI0,4a it ~:з (2 . I . :С.) . (2 . I. I""%) nолучаем , что 

....... !~, .=:-j rJ2~ )c2.; н ~ 15 ( :2 _ ·, LJ 2~ с: "Z' l/ :s. И _s .t' 
-' 

чrо н ..... ~ . . . о-

ря:оцщ: ( 2 . I . 1 ~' - ( 2 . : . l 
-- l : ~ 
( 

! 
. ' -

.е ' ~ . 
. " \ . .. . .. 1~ У. 

. ; · vrc;o ~·~ 
- ... i 

о I'HO' · с--n '5 
0/ • 

• ;;> l .. ) '· .L •- •-J j 1~ 

, • ·1 . L_ 
<-I V 

(>1) и ~ 
1 ..... с ' 

\~ :1 :- .. uв ( р .. _ су,.. 
~ - ..... ,..- .,_.. r.. 
с. ... С..- .1.,'" 

. ( 1 ) 1 
1 ~ 

'1~, 1" 1 1 • f 

} ( 17 в· .. 
• ""1 ! • .L. t 

f } J • i! ' 1 J) t .. 1 ., ..: - ' ( • 1 "j • J 

1 ' J ·, 1 - ... р .. J ; •• • j .. 

1 ,, 

Ja ... e-::иr.: , ч:-- с.по в а и с.~v.::ат прес~-!:\сам;.t .. . 

:-ти пос:Jе,цоЕательност ;t буN": конечныма д;шны Vl. только 

р.. < . "1 J v < r -? .. , - с ... ' ~ 
Е ::с:.1 сл:,!"t;ае , если z-JA- (~~)Е с:: L.; и r(ffi- :г.L tJ .со 
.... т р" 6 р ..- <.. {"\) с:; 
.1р:1 это1.t 1" удет 1~~~т ь :-iе::~.::.s:.:7:ную точку .i ...с ~ с::::: ...t V е,0 , 

:tо-;орай соо:-sетс'rвJ·ет л~tбо Г)J.Lс::;r;~!-j~ческая кр~вая сед.:1а типа р., , 

мr.:~:~с:- BCI" ,::,:rя ~ (f'.} ( s nac::e;:.~a..t с:.учае 

':ОЧН:J 1'8К ;=:е rp.. f.., ;:мее'; нe:::J.:i,E;..:Ey:) ТО\Шу 



1., . Поско.11ьку ( р.,, Cf ;1) - ,np пустима.ч пщJа. то в этом 

случае утвер··щение теоrн~мы выполнено. 

Прсчполо~·\им теперь, ч·rо nосяе,n.овэ.rrельность ( р'~ f"') бас-, 
конечна. . Предполо·~:}!М, что /(р., J остается ограниченной с рос-
том Vl • Тогда в· силу (2 .I.2) найдется .J та.:юе, Ч'I'О 

р,. = р, ) Сfп = 1J cpl!/-k. )',ЛУi всех rJ ~ G • Отсюда , nосколь:\у q",.. 

слу-Р.:ат преrJ.Jшсами J-i { fA) , то ~ j {!"-1 = Сf.ь ( Plt)~ Gтсr->,1,з. , в час'l'-
. ~~~ 

ноет и, слt;) ;у~т, что ДJН! уv,бого .> ;; О Р. 1 , fr~lt J t ~ fifp~_ ) (t-rJ~ L! . Отсю-

да (:ft переВОДИТ :З8J~Ыnание с{ { ~i ( •s) · ((
11 

(f•, s; ;.,.... СаМО В 
..._ Рь 1 ' Гit t J ( r~) .-(~) 

с( б я , и значит, / ".,. имее'l' на нем Ht~n '"'~ .. ,ви mJrr~ 'I'OЧKJ' p_j ~~ (,цJ t:- Z 1 t12., 

. Зэ•tетш.t, что 

~-.,., р_,, {(fJJ t j ((fc,) L/{) = PJ.,~ (р.} t2 .I. 19) 
J-+..... f 

Точк Р. 1.1"'. lfl еоответствует либо гомоклиннч~ская 'l'раекто;шя ~ l~J 

типа f& (~ели Р. 1 ... /14)С~с) , либо преп.ельный цнrс-"1 тиnа Pk (есJш 
( kJ # 

р_ 
1 

.,... Е 2
1 

) • кorro:l!e D силу (2. I. I9) с.л~п:о:ат tJ - преде;:ън:::v.и 

нн~·кР-ствами ,r.,ля Г:j "'"'). 
(k) р 

Покглем, что есл1-1 Р-J,ьо ljA}6 L 1 , то f~оп j, J'(lfO'i~J~ P..J ..... )I'), 

то есть предельн=-:;~ цикл типа Pk С'..ЛУ'~r~ит tv - пределЬhъtМ 1-tно-

теством для ~{fl. j.с~стви'l'е.Jrы-ю) в силу (2.I . Iб)cii;)(A_Jfp~~_fj-(J,.Г\-J~J)-= 

7(;{.-у( (тРь{< ) 7 Р8{Р .tl.l.,))fKfcnJci,Y{ (~о Р~ ~ ~-~1) • Отс~ода 
f' ~о 1 rt -~ r• 1- J :J ~ 1 

n _". ~ rkJ _ ·· ' 
f"1., (ifkl с ~ 3 . нре,,,nо:ю::.~1м теnерь , что nри нек?тором r11 > .1 ,п,ля 

. р f() 

всех J ":. 1, ... , rи - 1 в!:!rюлнено &, J tlP~r) ~ :? i • Тогда 

Р1 , ."~~~f~J l~l= ("t;}'k) t'Н ( 2 о) • Стсю,тт,а и из (2 . I. Iб) 
. р ) < ".,.. frp~c.J t· ( f) J(? I ,...О) ~у{ { Р1, ~ t<P;./fl') • ·1,.- (f-4) - К f1 ;.у l2o) V..J:-(ч J - · . ~ 1 

{ k) J J ,. ..,... ~~, 
Отсю,11,а Pt,Y'\ l.lP,, {pJ б 2 1 , н по ин,rукцна l P:t

1 
~ tLf l:../r i )J·oб ~ . 

Теперь иэ (2 . I . ~ ... ) с..!н?,:v-ет требуемое утвер--~1,ение . 

Получаеu, чтJ в рассматриваемом сл~rчае _QI"' состоит нз 

точtш О r! J!l~бo гоuок.~~шической кривой ~ ~> до;;.:,rстш.с~го тнnэ.. 

Р* к кото~о;~ стре1.Ш'ГСЯ r J lfJ t ЛI~бо цикла т;ша. РА • r: к~та-
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рО}.':У стремятся ~ CfJ и r...~ lfl • Т ан им обра.зом. в fJассматрив<:tеМО).~ 

случае утвер .~дение теоремы выполнено . Точно 'Nlк :т·е утвер!\Денне 

т opt>Mtd выnолнено и в сл~'Ча~Э , ко r,u,a ~(rfk; ос'I'аетсн огра.чиченной 
с rостом n . Предnола·~им тепср~, что /(jtl) и f(pll) стремн·rся 

к бt;;;r:rсnнсчности с ростом Yl.. • Тогда , ГЮСI<ольку р., и 1., cлJr_ 
~:а т nре~иксами слов -") 1 lrl и .1~- 1 Y,J соотве'l·ствснно, то nu.pв. 

( )i 'f), ~. ~~м~оnустима . n сшrу лун~<'l'а :з) лемi·д>~ 2 . I. I в 1J {,АА) сколь 

yгo,QiO )1,c?Jte1\0 ОТ начала 3CTIJGЧP-IQTCH СКОЛЬ уГОДНО )1,ЛШГtiЫС пpe~JII<­

CЯ 11 1f~J . ОтсЮ,I\а наiiдутсн после;~оватвJ[ьности -k,....,<>"и »11(-i-c.P та-
}\l''e ' что 

l Jj::~. - j { S ~ ~ :: rn .. t G. J 
S 1 <tЧ . ~ ji ft~) j : ~( (2 .1.2!) ) ) :: i •t 

\1 

SJ...jJ9 :f s Wl"'t-k., ) 1 
lp.l (2 .1.22) 

,..., е· -т <) .:!.е им, что ь" ~ о-а ни при Kl" t<v:~ n ' 
'1'31{ К8.!{ иначе ·1.l lfl-) 

б:.!.!Ю бы перио.-.ично) что противорО'!ИТ nункту э) Л\.'.Ш&l 2 . I. Иs 

(2 . I . 2I) c_:,e,oye·r , что Р1 , &Jf41 и Р -t ,т .. +fi...l!f) лежат по {дзные етоr:о-
ны от 2 0 • Поло':ШМ J11 = ~01 , t:сли Р ~, ~ .. (f} ~ Z 1, }"t = k .... т" , 
ес..'!н Р~ , /jA} ~ :;?_3 • Очевидно Pj 1 l}AJ 6- 2 1 и dt·~1 (Р1 • fttl) 5 с)~ 

,fl" v., ~J" 

~ r;i·vf(~,e.,i.PJ,~,~ ... "'~141). Но в силу (2 .I.I6) и (2 . I . .:::I) dt'y-t(pj_i,~ts"J ,R",.J: 
< J' 1( Ь.. и, так ке.к -/г.,.~,..<) , то Р:!_, j., _,.. 2 

0 
при h -~. 

Стсюда ~ ftJ pt - усто1~чива no Пуассону . Точно так же н Г!J c~J 

Pl - .I2 устойчива по Пуассону . Очевi~i~НО, что при этом !'f явля-

ется неблундающим мно еством и co,1,eJ;· шт кон'!·пнуум неза.мюуУтнх ус­

тойчивых по Пуассон)· траекториИ. Более noдr обно С'l'руктура мно·хе­

ства Л 1" для этого случая будет изучена в следующем пнрагрs·;:с , 

что позво~~ит зе:шсршить доказательство теоремы . 

ЗD.чечэние. Лусть ~ - nроизnольное ,п,агтустимое ело во, от-

JIИЧЕОе от { 13 и [ -1 J . В с~~-~у nункта е) JУ .. 'J.МЫ 2 . I. 1 существ:>:ет ров­

но два доn~rстиъ.~!Х слова~ r:олученных иэ 1 ЦИI\дичесi\ОЙ пег,естанОВ!(ОН 
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и су-,~) р ~ t ~} о Как еледует 

из доказательства теоремы , для: того, ч-тv6ы 11. trJ стремилась 

к nредельному циклу или гомоклинической траектории типа ~ 

необходимо и достатоtт.но , чтобы либо )J lf1):. [p•r~J 1-r-9 1 С>-"'' либо 

')1 (j-(/= ~ [J -i '>J р t t5/ J ~ , где ~ - неноторое слово, образующее 

с f- r ~) р -t- t j) допустимую пару о 3 си .. 1у (2. I. 3) ~ ~ р ;'f S) [rt -п; f'r!./]'1 

для некото:рого h. ~ О • Отсюда no~"'jrчaeм , что в любом случае 
С7" 

~ { lrJ = [ р ~r ~) су-r )) ] • ( Если ~ = { .1 J , то -:)1 с~;= J ~ , а если 

~ -::.{- 1 r t то --:)1 (~/=- 1 l e>-" ). Аналогично получаем , что для того 

чrобы r..t (~/ стремилась к предельному циклу или гомоклиничес­

кой траектории типа 1 , необходимо и достаточно , trro6ы 

~- ilN == [ 1 t~J pt-1~)] (':;>0 • ( Есди )-J-J! , то ·'J-.tt,r-) =(-JJ.,..o , а 

если ·) = 1 , то ')_ 1 t,м. l = - 1 J .~ ) ·. 

§ 2 . CтpJ'l\T:YJIO квазиминш.iальh~< ~.~н~жеств . 

I3ы6ереы произвольнее t ~ (0, l:z) и рассмотрим однопараме:-­
рическое сеr.~ейство кусочно-линейных стображегшй интервала : lfc :[c-i c] -lc-! 

зад:..ваемых ф.Jрмулой [ 2{1~] __ :::: i 'Р( ( f) :: с+ g. f -i>если~ ~О 
f - fc { f') I.D ~-1! р (2.2.1) 

Ic. (Yf) = C.t- & f , если~~ О 
(Здесь С Е[~ i]- параметр; при 'f:: О о'i'обра~:ение определено не­
однозначно) . Ото6ра:-:<ение V>c. у;:.овле?ворr.:ет условиям (2.1.14)-

(2.1.17), 

{ ~; 

поэтому для 

t F
4
{cJ f 

(С) ! 

.. 
него ВЫП()лнена ':e~~:;-:::Ja 2. 1. I. В частное-

- 'i'раектор~я точки с 

-траектор!я ТО'Ч:-:;~ (с- 1 ) о Определим для 

z ~j/d5 а 2 {1 j (cJ j паслед.оват е..чьнас-r z j 1 ((.) ;~ ~j(С)так :-t.e, как э':'о 

б:,;;: о с:.е.1:гr.::; в § .1 д.:rя ~ fr} и Р-~ j ftt J • rогда , для ~о6ого 

, ::::-,:.а Т!8рг ( ~ t (С} 1 · )_,f(J) 
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;:~ ::::ст;~а , траектории и ~- J ( <) 
р '*- устойчивы по 

~-~с со ну , и их замыкание совл~цает с н~бJlу~э.ющим мноr!еством. 

с и { ( .. f) 
"'-

{.Z .2 . I) задае'l' разрывное инъектианое 0'1''-'бра~еr.ие ОIЧJУ1':-:Ности Ч'с 

~ та!<их. отобра·-tею:r: стан,Г;артным обр~::~ои (та..~ ·-е , каJ\ и для го­

мD::мС'р~измо в окру ..;н ости) определлетс!\ чнсJю вращения ~raнt<ape 

'У ( <fc) ( С!4 . , например, ( 3 О J). Нсс..'lо~:н:а РО!<азать , что У ( f1c} = 

=- "( ( ') 1 ( С) ) = У ( ~- j (С)} . Как CJie,nyeт аз [ 3 О J , при из иенании с 

от ~-уля до единицы 't l<ic) пробегает все вещественные чиСJiа от 

WJ.:'!~ до е.цини.ц:J . Так ин образом , Д.JiH Jtю6ого иррациона.tьного ~ *6[ ~ 1.~ 

~~eCTBYt"I' с Е [ OJ J.J такое ' что { ( ~ J (() 1 1 - j (с))= r~ Нес.лом-

r.c убед~ться , что отоб~ажение ~с Рсть отобра !{erme Гlуанкаре 

Е-!Е:::оТОIJОЙ с~к~rщей для т . н. "сnсциа.Jtьного nотока Черр1:., [23,~.Это lr-с 
nете~: на торе, имеющий сед..11овое состояние t:азнс весия, обе вы...'-rо-

"-.1 

. .J.:=.:дi-1e сЕ:ларатi нсы которого в с.лучае v.ррацУ.онаJ!ьного "Y('(l,) Р 1-

J'С?О~ч;tвы по Пуассону . ;{х замыкание Л<:. состоит , кt=оме выходя-

~v.:-: сеГiарат1-оис , из седла, о.цноi1 Р - - ::~сто~чивой no Пуассону 

ЕУ.'Jдя:;цей сепгратрисы и континууча незамкН)·~: устойс . .изчх no Цуас-

ПО.IiJ-·чается , если ~rда.лить из 

то1 .. а т . н . "чeph"J10 Я\;ейку" - о6.11ас'Iъ , огрнн.~чгнную вr:rходящими се-

т:&.~г. r:-рисаии , (ту, которая не содер-.ит Р • - устойчю;юй входящей 

,..--а"')- '"'""'1iСЫ) _-:;; • • .t"G11- ... • Ес.11и ск..пеить выходящzе сеt:а;атрис::I др~·r- с другом , 

Tf) , о чев.!'щно, из _Q с. получится кЕгзиг.еf ;~с r;~ческая об~.ютt<а тора 

с~ ::-:::еенно~ w,Jохол.имо~ кро::п-:ой - ':'ОЧ:-<оi: О . Отсю~.а очевидно , 

~.:.'l~ з ;·н.i-=·Jкание .;;юбой траекто1-ии из 

UH'J"t~tC I'EO л( . Очевидно Tai-:"'<e' 

1 
.ltj 

1 
t. .f ~ - U~I.ыe uие;...'!а , 

... ' ~.. .. 
ж:-:юари&.~'"ТОJJ тоnолоrическоr:. 

~~рри [ 3 о» 311 

..а.(.\ о доста:s>ляет все 

сnеQ~а.Jьм-ых nото-
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Теорема 2. 2. I. Пусть для системы Xf4 ~ ft.'J и r_ J r"ц; 
Р + - устойчивы по Пу1.ссону и 1' { 1J.tJA} / 1-~ (IAI J= t., • Tor~a 

Х,... /..д,.. топо.11оп1чески эквиво.Jн~нтно ограничению на кnазиминнuаль­
ное множество специэ.льноrо по'l·ока Черри с ~iCJioм врацени i 1'..- • 

Доказательство. Выберем такое С , чтобы ~ ( ~ ) = 1' 11 
• 

п 1 10 
Обозначим через -1-L с неблуiкдающее t.llio~ecтвo отобра \ення ..,. с. • 

Обозначим через ~ отобра~·ение ~ ~ ~ , rjавное ~ 1 i} nри (А~ О 
и г;-J~ nри Ц {.О . Чt.рез _Q; обозначим неб.'Iу~n.а.'Ощее мно ;.е­
ство отобра-.:<ени.я ~ . Очевидно, для доказатеАьства теоремы 

достаточно по казать , что Ч', )-Qc.' топологически соnря-r.\ено с 
'}' 1 1 

?- /12 ' , в тot.i сtысле, что существует гоv.rо>.юрфизu 1.. :Slc _,. _а~А 
;ак;й' что r {л(.' n 1 f ~о~ ) = л; fl (:? ~ и 2 о)~ у ( n (.1 n { f ~о j ) -

=.n;n{[1V2o) , и f о 'f~H= iJ~!t nри ~~о. иlotf{Ч~~t npи f!O. 
; .. ока·:ем это утзер>\д,ение . Г.~усть ~ - НL~fr~';-.дшJщая тоtша ото6-

рю-сеf-iия \fc . СчевvJДно , что существует rюс.ледовате.льность 
l i:: rooO 
1 }j ~ J:: -~ тгкая , что ~о ~ ~ ) ~ i,.i = lfc fi . Заметим, что отре-

{ 
'L ,- (. 

эок последовательности f i ) j: -l>""" определяется о.днозначно , ссJш 

/~О , или eCJB\ (./0 и ~- =10 при в~ех J=- о, ... 
1 

l·-1. Рас-
} j::.f~ 

смотрим последоnате.льность 7 (~) =- { ?/ ~) J.)·=-oo если j ~О , 

то ~j(f)= ·k~и ~; при ~i'IO и Yzj{~)=-1~·dk ~J·11 nри 
' ~) :: О , если ·~е ~~О и ~." i-0 при всех Vl "7;. ~- •• ) j , то 

1
1 
{~)=~~'<~,иначе 1> (у)= О • Очевидно. что если j <О 

\ 'е. :: <ft'flj(~)j ~ 
или ~ ~ t о при всех h = О) .• -1 J , то 1 J. 1 с. rj 
По постр~.,е,.':,ию ~ однозначно оnределяется по ~ • Зru ~~тин, что 

{ h. (~) t -)=О 4' ")~ ( G) i' · 1. (l:") ~ ~~t"o-'4- '5-1 (с) ни д.nн какого 'f . 
() ~ 1 J 1 J= \) о • 1. f'...O 

L~Jствите.льно, г,усть для 011редед, нности f' "?О и { ~· {~)~·=-о -=-)J((). 
Ut 1·!1 J J 

Тогда в силу ~.юнотонности ~уш<цнi~ 'fc и 'fc , оч ... вУ.,.1,НО 

l?)(~))~;: = ;Ан(С) д.хл всех ~Е (о) ~oj . Но, тогда , поскожъ-
ку точка С -1 = 'fc { ~ ~ l О) Р ~- устоЕчшзг. no Пуассону, то на.i~-

- ·--=-===-
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дате~ i. такое, что ~1 ,ccJ~(01 ~
0] и, сАедова~ельно, . 

):t-r"' J:t-,..o J;:т-i 1"1. ('е . ) t... ::.. '1i (С) • Отс:~~а ПОСКОЛЫ<у { 7J ( ~.Ji(cJ)};:-0 ={S~/CJЬ-i 
(J тн fJ -• > 

nо::~·чаем щютивор.зчие с rr,/HK?O~ з) JIOIIМЫ 2. I . I. 

П~ка~ем , что для ка·:що го 'f~Л;сущестnуе;г точка Р ~ Lта-
):.. о 

ка.я, что су1Цествует пос.ле ·.аЕатеJiы-юсть { Pj Ji. -с:.-- такая, что 
t;j ( ~) 

Р":: Р , Pj t 1 = с-.м ( r~ ) j 'о с2. 2. 2) 

LействитеАЫiО, как сле.цует из тecneW::.l 2. I. I Л с.' = cf { Л с. 11 = 
:: ({~н,(С)~:= Uf~_ 1 н{C)~:::J). 0::-~~:)да, nоскольку все 'fj ~д; 
то с:ко.ль у гоцно б.лизко к ~; ест:, точки из Л/ . 3амет}1М, что 
еСЛИ f ::::-0 ; ТО ТОЧКИ ИЗ .fl/ 6-C'i'b СКОЛЬ УГОДНО б.Л.ИЗ'КО I\ ~j KaJ< 

справа, так и слевА от ~- , Э'l'О следует из устой~iiвости по Цуассо-
~·1\ J 01 

ну обеи-л точек С= "Ре (О) v. С- j =- 'f<... (о), и монотонного вазра<.;-

тг.н~я ~ункцпй tfc{~'J и 'f/-1} . Стсюда no опре,п,еJн .. ~нию ~f (с) и ")-.1..(~) 
noJryЧИ)) , что' если ~ :f.. О , то .. Viя. любого k ~ О существую? 
целое J и 1.: 6 { -1, 1} таr·:~~е А ~-:-о 

.-,-:)•~ h.=O 

1 ~nc:(c)irt-:\ = [tzt\(f)1..,=o-~ (2.2 .3) 

ECJiи ~е ~=О , то ."лч .iii]бoгo -k ~О существ~-rт: целые j~) i-
и ст·во.r.:ы 1.: + t..'- ~ {- i .. 11 'i'аЕСИР., что 

1
{ s~i·(C)!,::I:~'=, 1 ~~ (о)1:;~~ l ilJ 

(2.2. :) 

{ S~,-(cJ!::f~+A = {: t?otto;~ ::~~ {-i!~ 
Обозначим nги 'f 1 О uе;гз А k ( 'f) замьшаниs мно-,ества точек 
1 L {S ~'""Jtl 1-r=o 
z Ре. i _1 lf4.) J таких, 4'"ТО )t ~ (f. .- ~ "= j = i ? ;, f V) ~ "= _ & • При 'f =О 

) ~ 

расс'!.ЮТрим мно·-'\ества А -k и А~ - замьшания ~д-Iо·-·еств точеiс 

l ~- 4
1 

} 1_ i (f<} j И { ~-. 
1 

j -- ~ ftJ! r~OTBe'i'C'i'BЗHHO 'Т&."\ИХ, ЧТО 
... ~ 5Фt~ ~ =- \. ) [ S lн ~j·~k_ f Jt -". l } 

fS"ii(fJ~~=-)· =! ~~ ... toJf.,__,. {!!~ и kc ft<J~~~j·- l f?~1 toJjk=-ii·lj. По-
с~<.олъку ~ 1 ( () -: 1i {f-/ И ~ -~ {С)=- --1-1 (~) , 'Г" Э С1~Яу (2. 2 .3), 

(2.2. :) •n!о~естЕа Al< rv j) 4!~ непусты , Ak (f)!; L7~l~) и :Zo 
при Ef"~Y k ">,о > Aft v А~- cf' 2'ltl•) Vz(} п:-! k ~- l ' 

А; с L 1 v <:; А- с. z_,vs ... i{pOMe того ' оч~видно ' 
Lo ' о ~ L: 
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( 1 ?iro)j(A 1 ) <: А : r i?t Гf;j( А r ~J.~ А trХпги ~ ~ i ) . Отсюда ПОJ'lуча-
1" ~ - 1.:-s' ,.. /г. ~//- '&-~ 

емt ЧТО Нt.Г.УСТ"~ }.lliO..:eCTPll о.о i '/·t'f)i J= - S 

At f) ~ А" (} (\ [ ,Di -r,.. j~- L j-.-6 (А~ (у; ) J) 
А 1 - Aq! n r J:I т,ц i~j/OJ }j=- 8 rAt J J. 

Uo гос:оr-ое:-ню , : .абг-: точка из А { f) ( ПlJИ '1 = О - из 

А.,. V А- ) удоз..--rетворяет (2 .2. 2) • 
. 

п() . ,... .. ·е•• 
. .. а '" ' что ДА..-. ка':<,!J,О го сущес•гвует не бо.~tсе ол.ной 

точки Р , у.r,JВJI:~творяющей (2. 2 . 2) . Дейст~~.тельно , ес.хи суще-

ствуют две то~,v , ;р~-~иэ (2 . 2 . 2) и ( 2.I~;JЯ) JA·st (Р ~ · Р, 2):: 
= rJ .. ·y{ ( < { 'l· ' 'FJ)и = -~ {Р :f) ")- i 1" < v> lц= -j ( Р-~) ) ~ r- -~ ) (t" J -

5 t< j с~,.:~ 1 ( {)_ / Р. / ) ~ д t( ; --7 О 
:/ 

nри 

По~Jrчаем . чти м:--::о~сес•гва А ( ~} А t А ~ состоят ровно из 
1 1 

Оr.\НОЙ точки , г.;нче!.! А t = А - =- А 1 CJ) . Подо'!l\им 1 ( f} равным 
е и:-1ств=:·но f.'J ~-1-v.er:"7y wю·:Рствн А f f) . По постlюt.:нию А ( f) ~ 

~ 2.. "}.,( y)Uzo п:;· ~~ о )A~2...t ИZc/г~~t Uzo.011 CIOДa ) посколыrу Af= 

А -= J\IO) , ~"лyuc:~J. A~J~~~<'1JUZ0.Tы<им обг~иом , К' ff) Е- Z ?" f}J V Z 0 

Пока· :~н , что ]' ( f ) f- 2 о пrзи f 1: О . ,t~ейстБит,~льно , очс.Еидн.о , 
. 1. '2,., r r-J1.": -_s. -i 

•;то r:ри х.· ба' .) ~ 1 тоtша (т,.. .) Jн~·J) lff) j г.,овлетвор:!еТ (2 . 2 . 2.) 
1 t) {'~· ) 'l. 11 = .. .{ -! 

Отс· ,8 ::-с-:.уч·~-.::.ц , чт-: {( ~)= (r.&.( {'1 ~ 1 н:-j) rtr·\ OTt~Y:\a ;trr.):: { 1 ~ .. =· ! ,.. 1 J J 

= Т 1" ? " ' ; ) "' -i [rp. Пусть , наnример~'..] > О и {~,~) G ;& То г да 
J(~j)=~ i?tt('f;.1,.,._.i(zc · =~;·1- (f) f~~(~)!и=-j =fSnJY<JJ~=o · Отсюда г.олучаем , 
вo- ;-'-IJ::..:.o: , ч-:с ~ j '~l;НОзна.чно оnределяются по 'f при j ~О : 

{Sн~J) )l с.-0 - ~ ( lj,./ lfc. ())' -r:окуда :-о.n~rчаем , что { 7.,. ( 'f J k. :о - .>1 ft} :::-!>~(с) , что 

нt:в::>змо.:.•-ю . :~шi с";:-азоJ,• Х(у) 6 2~ k 1 . Из (2 .2.2) очеDи.r,но , 
- HJ {.Н v у 'l·li 1-Н J. еле иует , что {о Ч'с :: Т о л и л () У'с = ~ , )' . Легко nго веря- ...., 

етсн r.e!!;-e ;;;;<!ость )' /"' : е CJI и ~ t б!!ИЗ ко к r ' , то f?" Cf l) J..:·~l = 
-;1 ?11 l~ 2 )Jt<~~=_;.: дJ!н -~с'I'аточно большого j , и тогда ~!t·r;f(ff f 1J~Xl', 1))~ 
~ д t( j , то ,::.с:-ь l ( ~ f ) _, )' (~ 1) r.p1 ~ 1~ ~ 2 • Из (2 . 2 . 2 ) 

и (2 . I . :Б) ~-:;ует , ··ro i<.~f{!('f), fP1 jlt<J~:~UJP. 1;'"J5:~~~ где .) "О-'ет 



• 
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' 6~-=-~ сделано скоJtь уго~~о бо.11ьонм. Отсюда l' { ~) cS?JA. :: другой 
с':'·.')I-ОНЫ, из того , что 'tl о)(; 2 0 r:O.JrYЧS.PM , что ).'(с) ==- P.Jo (':!' , f( r-1):: 

V/ 1 1 /..- ~~~ У ' ' ~ Р~о (ft) , откуда ,< t'Slc )'2 tPJj~Jм V/~1/f'J)f. 11' ЗНЮШ'l' ~ tr ( Slc } -= д;. 

Та...~~~! образом , j ОСJ-1Ц<:?СТВJ!Я6Т :lOJiyCOПpW\eHHOCTЬ 0ТО6f::=.1rЕНИЯ Cfc. J.D/ 
,, 

о-:L.:6ра:-:{ению 'Г }.!J'· Для ~~~ьер:nени~ доказате.11ьства теор-::)С::i ~сталось 
)'< ft 

г.о::г.зать инъективность k . Предгю.:rо·::-им, что К ( ~!) = ;r ( 'f 2)::: Р • 
...., ~ i. ..... 2 
uЭ.1Е тw.J. , что если то ttъ:аы '\ и ~ отвечаЕ-т одна и та ·~== ::-;l)следо э?~-

11=о 1 { J ~ :::-'! { -{""'-L те::ъность [ Pj Sj::·.,..., то из (2 . ~.2) 7 ~~('f ) и-=-.,....:: ?,/); .Отсюда , 
, •-z>"" 

оче::=идно , di.s f ( ~ 1 ~1):0. Ес.лн -;.:е точкам ~ f. и \ 2 отЕ::::;ают IJuЗ-, - . r 1 J~o r 2JJ=O нн::; ЛOCJleдoвaTeJlbHOCT}~ 2. р~ )J~~--. И 2f~ i==--,TO ЭТО , ОЧ~:=И,IJ.НО , 
-sOЭ 'efO"V".rto , только, е СА и Р ·! :f р? р. 1..€ Zo p.-z ~ L' о 

1. 1. } ' ., ' 

р { р2 . - о ц I~ = . ,r,ля всех J~l.i-1., .• . " •.• о очевидно , что 
J J 

JlCTЗO!Яl~T (2.2.2) .~Jlfi ~/и ~/ COOTE€TCTBetr.НO . 

. 
,"J,J'iЯ не~о:--о:юго l !. о 

'l'ОЧКИ р,.!.. и Р/ Jr lJ,O в­
Отсюда, }:: { ~. J.) ::: р. lt 2 

~~ ( о 

и 'l { 'f/"J:: Р/~ LQ ' ОТ!\~( да. 
t 

'с: -)' -
i ~ , значит, ?j(\.~~?)1} ;.ns Ece:·r )7i 

'f~z =О • Тег:ерь r:ос:-::,.льку Р/ :: Р/ 
~L -.,2. Т , то no.~:yчa;s~ 1 = 1 . ео-

реца дОI\азана . 

§ 2. Некотор~:;е сзаs~ства бv.~уркG.ЦI-юнных ;:.иагра.:.ш с~1t:ейств Х 1-'- • 

I\ак СJrедует из ( I.З.IZ ) - ( I . З.I4)отобра·-;ею':R с.J'.t ~..-=·е;~стаы:я­
ы·rся в виде 

г,:. е 

где k и /.) 

1.АF....~-::ости д 

{2 . 3.1 ) 

(2 .3 .2) 

могут 6~ ть еде .я с_~ с:-:оль уго~-ю ма.J~Ъ:u:и ~ э. счет 
.... jl -

и d • D:,~дel' с· .. п1та-:ь , что 

!/+ fk•-4)1,( ~ 3; 
i-к 

hr:?L{),lЭ. 2. 3 . I • 
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расщеnляется . При увеличении JAs"' траеi<тория ~ (p.l , а nри уменьmс­

Нmf fAs ... - Cjt;цJ , расщемлютел вовнуrрь, при этом роццается перио-

• дическое движение типа 1 

б) ~ели траектория ~ {~1 р + .... п - устоичива no уассону , то 

сколь угодно малым изменением то6ого нз nараметров f't или f'.-i 

ее моJ:tно сделать гомоклиничесi<ОЙ к седлу. 

Доказатель ство. Посi<ольку (~;·J.<(~J, 2.j
1 1"~J}=- ~ (l.( 1k~·~), то из .... 

()(ZAj .. u 2J ... J i) '"J<trl( tt"tJ/11/эrцнl''-J 
(2.3. 1) и (2. 3.2) следуот , что 11- '1 • {J~ 1.t(/ 'д 1

) э~ J 
+Н 7J{Cf/~t~){/~ i+Lr Kl\ ~(~~lJ.iJ{Iro~ . (ц, 2 

о fA (1/-'- ,... (~-J. l-t,.) 
~..з этого соотношения , полагая 1/ д ·, 11 = О .~ no индунции 

1 
(}(IA Jl l j 'J 1. t L ?; ".и 

получаем { 1J 1~ !1 ~ r-t( для всех i = о_, ~-~ • Оrсю-

да и из (2 .3. 3) имеем 

11 ~ ~"(li'~p~,z 5'trt~r<JIH ~;/1 + 11 ;(:счJ 11 11 'd~ s~ 2 '~11~ -4' cz. 3• 5J 

п АА 0 

редположим теперь, что nри не ко то рам г· ~ [;.;.) является го-

моклинической типа 

или 11. ..a~i, 1 (jJ.J = о 
-):: f So ... sr1 1 . Э·го ОЗНЗЧБ€'l' ) что pi ;ttJ. [;4JE Zo , 

. Заметим , что P1 j (f'-
0

) с/::. 2опрн j = 0, .. . _, n . 
Это свойство , очевидно , сохраняется и nри 

По оnределению типа гамаклинической кривой 
И•! L 

Тог да , ка к следует из С 2. 3 . 5) , lA · 

;U близких к )А о • 

р 1 h {f'. о) ~ 2: s 11 

монотонно воз-

растающая фуннция f) t't . Оrсюда , с изменением fAs.t'( гш·.;клиничес­

кая nетля ri (fA } расщепляется, прич · м nри увеличении JAsit лет ля 

расщеnляется вовнуrрь . В поелоднем случае, 1<81\ следует из [ 11 , 
из нее рождается циi<л тиnа ~ . Аналогичные рассуждения для лет­

ли . rj fjJ-) доказыва~т пункт а) ле.w.~ы . 

6) Предnоложим, что при некотор.-лt. f' 0 траеt<тория fl tjA) 

Р~ Jйчива по Пуассону. Тогда для тобог) k G: [ -i,15и дft~Онайдетсл 

J такое , что Ps-1, i. (f? 6 '2.k 
1 и J i. ( f- о) 1 ~ 6% { 2. 3 . б) 
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Тогда, как следует из (2 .3. 5) , если nри изменении fk в ю;тер­

вале ( t<i.- Df", flk + ьf4) ни ?:цна из точек Р<·~ ( J1 ~ i_. _ .... 5-i) 

не выходит на ::? 0 , то 7А. J 't;ц; будет nробегать все значения 

в интервале ( lJ. j,' (~ 0) _ ~ ~ -и j ,·( f4 о; + Т) .О'l'Сюда и из 
(2 . 3.6) найдётся такое h с- J i _ .. j J. что nри некотором 

/ / 

f~t. ~ (f ~- ьр,. f' ~ t- Dft) точка Pi 11 с:- :f 0 , то есть ~· ( ft) 

становител гомоклинической к седлу.Лемма. доказана . 

Из AeMl.I.ЬI 2. 3 . I и теоремы 2 . I . I следует , что бифуркационное 

множес·rво системы xf' в окрестности начала координат на nлос­

кости lfi
1 

f- 1 ) отвечает сущестнованию гомоклинических l<ривых 

и квазиминимальных мноr.\еств ( если nocлe..nJшe существуют) . 

Обозначим через A-s бифуркацнонное мноЕ~ство в nлоскости 

{ /'-'4 f~i), отвечающее гомоклиническоЕ кривой типа S=.t So _. S.., J 

Лемма 2 . 3 . 2 . J< ~ задаётся уравнением вида f.-~ = ·-h ( JJ._s ) 
" ~ 1 - .. .1 

где ~ ~ - функция с константой .'tипшица ,меньшей единиuы , 
определённая на открытом мно'Кестве с:;() .~ .Концам интерваJiов ,со­

ставлющих ~; , отвечают точки существования пары гомок.линичес-

ких траекторий типов р 

-')Е ~(р, g_,) • 
и ty таких , что ~ t р , ~ -1- } и 

,L.оказательство . Пусть при некотором f' 0 траектория ":,/~'-) 
является го?Уюклинической траекторией типа -~ • При этом 

ц~«+- i,So:: О ,или из(2.З.I) f.s'~~ + fi/!: (Utt,So(f>)~l1.,}of~>)J.) -=- О 
Отсюда и из (2 .3 . 1) на основании теоремы о неявной wнкции полу­

чаем /..1 S .:: { ( J..L_ ) , г де 
1 · ~ s ' · sk ~6 - функция с константой 

Лиnпшца ,меньшей единицы , с· · слённая на некотором открытом мно-

1:естве М!Ю'.!{ество 2) ~ nредr'тавляется в вице не более 
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счётного чис..ла неrн~ресекающ1~хся интервалов . Из соображениИ неnре­

рывности сле.f!УеТ, что кс:-iце 13ЫМ точка."' так о го интерnа.11а могут отве­

чать то.r~ко ТОЧlО1 сущес-:-вова.~ип либо гамаклинической 

траеi<тори~ т1mа р ":'S...\(0 ro . что :) =- р 1'l ' где n ~ 1 
либо пары гомоклиничесю!Х тrаектори~ типов р И ry Тэ.I\ИХ , 

и 1 составлено из с.пов Р и 

ty . Первый случа.f~ невоэможеn, поскольку получалось бы , 

что ГОМ(:.:<линv.ческой тра~J<ТО!-ИИ типа 1 отвечает Пtриодическая 

'!'ОЧКа ОТОбраЖеНИЯ 7:}'1 , ЧТО nрОТИВОреЧИТ ТОМ"j , ЧТО Т~( Р} 
сжиматощее ото6ра"!!:ение . оо втором сл~учае 'l' ( f } > 1:: t ":>) / "t t 9--) 

что означает, Ч'l'О -) t fJ ( f~ су ) з силу пункта. 6) леммы 2 . I • I • 

Лемма доказана . 

Заметим , что 6ифур::ацио!-IНОе мно~ество л(~ А ) ' отвсча.-
+ .f, .). j 

ю:цее существованию Р - устойчн?:..~х се паратрис, ко,..J,нруемых: 

парой ( ) .! .;)_ J ) , с."1у'rит преде.::)М для линий существования го-, 
моклинических кривых седла , и , слеrт,о.=ательно , ло~И'l'СЯ: на липшице-

ву кривую . 

3ада.цим на мно~е-тве бескоnеч:-~х вnраво слов алфавита 

тихоновс~.rю тоnологию и отношение лекс:икограф.ичес-

кого лоря.л.ка . 

Лемма 2 . 3 .3 . 

{(, (- {- 1 13) 
" 

при фиксированном 

в области j1 i ~ - ~ - 1 ~вляетсР.: неубыяающей функциеИ 

СТрОГО 'I.OHO'f-QHHOЙ В ТСЧRа.'С , где rl l f-) р +-уСТОЙЧИВа , 
либо стрею'.тся к гамоу..х.инической к седлу 
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ТраеRТОlШ11 ; ЛОС'ЮШtнОЙ на. HHTepBt'L1e , где ri, {f'-) стреМИ'!'СЯ К 
npe_г,e;;ЬHOt.!J' ЦИI<.Тiу ; I'<lЗpl .. BHO% В ТОЧКS..'( ~ где П {;А) ЛВ.'lfleTCfr f'О­

МОJ<ЛШ·iИЧ8СКОЙ к седлу , и н~Пlkl1:18H0.~1 в остальны·{' точка:-:. 6) ..:c.iil"! 
11, о 

при некотоr•ом /"':t т:ь.ае:\то~ия ~ t~-'J пвллетсп l'Oll.oкли:-:if':ec-

коf: т:·аекториеV. т:ша 1 , то 

t."", -) 1 lj-<) :: ')Со"' ) 4~ S j (j'V = ~ -t.'м •i . i (;<) .. 
~J. ..,.1'/+0 jl-J -;t1•-o 1-'t ·rf'/-o 

.::.ели r_j (f<o) является. 1 омоiс· ·ю~чгской типа Р , 'l'O 

-tt'м )_ i {~} = р t:м ) :! LJA) ) 
/-(d-..~:y-0 i's-# /'t"тo 

--t.·м ~- J {/"} :: р с-
/'# .L.. ~ ,Ц/ /) 

(;:,.'1~ .,.J'11КЦ1~Й 1 .... lf'-- j)-1,И :~'r:снрова.~-нш fA 1 {о n областн P.-i.. ~ - f'!. 

спгавед .. 'lШ~':о! ~a..JIOГY.ЧJ-ible ~'Tr!€:p~·r:eHИH) • 

~окаэат~льt'l'ЕО . ::ш~ CJtPr~eт из до'КазаТ1.1ЛЬСТРёt. теоремы 2 .I.I 

S~. CjJ-) lli I fl l ) о) f i :> .L' -1 со с: n l~л ;::..но из 6JJOKOD f v} ... ! 1} и 

[-11} . Значит , .::ели SJI.y<,l- -1 t то s,J.IJ,if/~J - 1 . Если ~е 
) ,. .1 '- ' • • 

i ' ·rc и •\u.J = P·J.. + Чilt ( и~LyN, 2 )/, fjA)) J откуда силу SJ·i (f- : 

(2 . : . 5) U j r ! _. t.(p) (а В)..еС'!'~ С Hel. - S · (fA) ) - не:·бЕ!ВS...I{)Ща...Ч 
J t l,.. L 

~~.-ункч1я от f 1 • Б .m-:э6он c.'""'i.~ ~а·: rю.::{чг.ем . \ITO пока S ,Ji. (~) не1·.э-

менно , S; t t ,, t;;J н~ убывает с ~ос·rом f"-! • Отсюда -5~ (ft) - нt:-

убывающая ~.уы<цv.я f L . ~стальные J"ТЕер~'1енил леммы очеви..~нь:м 

о бt-г...sом сл.Адуеrг из леммы 2 . 3 . I и зшrеча.Jп1Я Ic теоrеме 2 . I . I. 

Ле~~ма 2 . 3 . 1 а) При f 1 ~о , f1. _ 1 t:..O мно~естFо .Л f' соде;-~....ит 

,.1ва цикла типов [ 1 ~ и ~ · 1 J , -1 Uf')-:: 1 ее, ':S J lj<i =-<: 1 J~ 

б) При f -1 ~ j( (.. (.о л!" содер·...-_нт единственный ЦИRЛ типа~- 1J' 

-) {.. {f'} = 1 (- i ) f>D, ~- ~ (jJ.) =- (- i ) ~ 

D) Пр~; f i ~ f .1 >О .J2? содер·-ит е::инст~енНЪ!i~ ц;~к.л типа f 1 J • 
l...ь <:>&" 1 i (ff} = "J 7 ) .... j l;-tl = - ..{ 1 . 

г) Пр~ f, = - f - 1 ~о 

~{ ( fA): (1-i)._. 1 

Г:. 1 lpJ стремится R цик;tу 

.. 
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Пока~ем, что 14 (fA) = 1{~lJ~ Действительно , расСNотрим после-

довательность точек Pt] (ftJ • Поскольку ~ .. <о , то ~t'(,ctJ ~:Е..: 

Кроме того, nоскольку /'-1 ~ ;-'-t. , то f"i ~ ol.-~ ( ~' lj-'), Zo) <: 

'- k oli.y( ( P-i.4 <rJ, .2 о) где К - константа с~атия из (;:_ . I. Iб) . 
Предполо~Иt.f , что для некоторо ro j nыполнено RJ (~) Е ;?_J. и 

rAii" ( Р.о (~) > 2 • ) <( 1< t:f,·yt ( P-Jo f)A) ~ 2:.. d) • Тогда 
divf(P•,3•1.lttJ,~.) ~ d,·~(Pt,j,.J.lf.J.. P...,.0 1jJ)-tcl,·"'(p_J~lrJ" ~.)~ 

fK Ji.l( P1)lftl, ~.; t r;t.·~ { P-J•y.u,?.#J <- 2. t;k,t { Р-~~ ~5о)< -f< ~'y((P.,,l~ 
// -/ /, ~ ( р . ( А.~.} р (.w) }~ Kd,·yt( PL (J.l) s 

( nоскольку "' <.. r ) и ~(. ~ 41 1 t- j. 1 • ) -J.• 1 1 ) ;, <tt 

< Ji.yf ( P-to CfA)} 2 о) • откуда Р1, j ,.J. (J-1') Е- :? -1 • Отсюда по инцук 
ции Р1) (1') Е 2-1 для. всех j ~ О ) значит 1 L (fAJ.::. 1 (-1)~ и 

~ frJ стремится к циклу т ила t -i J • Гiункт 6) дока-
зан , доказательство пункта о) аналогично . 

~я доказательства ~гг.кта г) заметим, что х~~ слеJ~ет из 

доказательстве.. теоремы 2 . I . I при f~1 >0 t1 ji-J..?,-f_ic~-..oьa -1J.tj-tJ 

и )_j (;-tl составлены из блоков { j J 
1 

{ - 11) 1~ {О J ; а 
nри f' -i (О ~ f-i ~ - f -1 слова ) 1 (~} и 1-1 l;tJ составле-

ны из блоков { -1} ) 11 - i ~ ) l О J • Отсюда, при О> f! = -f ·1. 

имеет место ') i ( f<) ::::: ( 1- J J t>D и 1.t (f)-= (- i 1 )о>Р , откуда 

ri lt-) и r_i (r) стремятся к предельному uюсду типа f 1. -J ~ 
Лемма доказана. 

§4. Бифуркации контура тиnа"восьмёрка" . 

Предполо-..:им , что 

Предполоwим ,что 

вещественно и Ai fr) / f4 ).~ f,P) • 
,.,~~ . о 

не ле·rат в по л :вхо . .:,я:т в с про-

тивополо ";:' :r:..t-?:: направ.11енюi. ii~едrюложим так-:е, ·ч-то с€:1аратрисные 

величИh~ Ai и А-1 отличл:ы от нуля. 

Теоремг 2. t . I. 5 рз..сс~атриваемом случае лr не MOir.eT 

быть кs.s.зюrv.нима.:;ьНЫ>А ьr.>1с~еством и при 

стоять v.э ;'.,'!!'-JX 

не мажет со-
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гамаклинических кривьrх се~дs. . В случае А! >О~ А. 1>0 могут быть 
ЦИI<лы толы<о типов [1J., {-Jj 1' ~ 1 -J J (биilуркацнонная диаграима 

nриве,11,ена на рис . 9 ) . В с луче е А t <О, .4. 1 > () - циклы только 

типов {15,.{ - l)Ji·1t11· H~~I•tc . 1.0 ). В случD.е AJ ~ tJ ... 4- J.<'O -цик.'Ш 

ТОЛЫ<О ТИПОВ { J ),. {- j ~ 
1 
i ~ - J J J {(i- j)., {}

1 
t (-j ~J"'-1J ( !Ht"t>O) ; fl!IO~­

KOCTb параметrюв (рис . 11 ) разбивается на счетное число облас­
теfi кривыми дi-~ 1 .д-н~ A.нt - jJ'I\)Дi- 1 · Hl-JJ"'} д1f-HJи.,д.uu - J> 11 (;r~o). 

На кривых д1_ 1 и д-J.J. при A.t Ld ~ А- 1 ~о , мно;:~ество -Ll,м 

содержит о,rщу гомоклиническу!IJ к О траск•rо рию ~ {f4/ или r..1 lj.A) со­

ответственно , L{ которой СТ:'емится др;уган траектория Г} (f«/ ; для 

всех других би~уртсн.ционных кривых nри любых l{Оцбинациях знаков 

А: Л,.содержиrr l'Омоклиническ~о и () траекторию и nерио.f!.ичзс~rю 

'I'ра.екторию , общую р,дя облаете!~ , разделяемr.:х 6и~уркациоН1ю~ К}-И­

вой . 

~оказательство . В силу заыечаrнш 3 к 'I'еоремо I .3 . I е рас­

t,;Матгиваемом СЛ.}'Чае ~ ~) ~~ r_ 1 {р} , а следС' DЗ.T~JJЬHO л~ ) СОД~F-
о А"', 

жатсi! в двумерном WгiБагиэ.нтном t.п-ю гообразии J1 fA • '}/lL с·') стоит из 

двух криш.!': : al и q_ ~. Поr.о·-,им aij = CL~,. n {iU>...-0) (JE{-1.~1}). 

Полоч1М 'У . = т. ln : aii-+ ()., • Очевидно циклу тиn~ { So - . SIЦ 1 
.. .) Jt "'<'j .J .J 

отвечает неподвиwная точка отобра">Кения t.r~~ So 0 <fs~&..-J: s~ 0 . -. ~ЧS., ~ 1 • 

Из (1 .3 .15) , ( I. З . Iб) вытЕ:кают сле~;сjщие свойства отобра~~:е- .. 

ний \.fij · .. 1...) 'f~j to) = lf'..н {О)-=-- )1~) 'f'I-.1 (О}= tt~-J fo)= )Л-J. ; 2)все Чij 

неnr,срывны и МОНО'ГОННЬ!: в CJiyчae А j ~о J А- J >О ~ i и tr...1-1 -

возfаста..ющие функции 'И> l/11..-i и Ч:1 i - убывающие, в CJJyчae А J ~~ 

А . 1 "?0 Чf1 и <fi_1 - уб:;rsг:о:цие, tr..1- ~ и 'f:- 11.- возrастDЮЩЕе , в 

слу1.~С1 ' '. LO, A-J (0 '/(1:; ~- J - .} бс.:вающие , ~-i и 'f:.ti. - воз-

раста::-щие ; 3) все ~ - с ·~!маю~\Ие отобр;щени..я . 
J 

Рассмотрим сл~тчr:й, когда А t >О} А i >О . Б сю1у лемv..= 

2 . 3 . 4 и симметрии амачи относительно зе..мены Г~. на !'. 1 дoc-ra­
тot.z;-!O рассмотреть о6:iасть jJ~o ~О . Н это!i области у ото б ;а::;:9:-шя 



'hl нет неподвw,;{нь..rх точеi{ (если существует U.Jl TaJ{Oe, Ч'ГО 
Ч1.J U/~i,t~тo {01 Ul1f) ~ f;t.J.

1 
!А~) , а так как ?1. .€0 , то это 

nрс:-~~воречит тому , что 'fi1.. - сжимающее отобра'\;{ение) . Отсю,~а все 

трЕ.-=У.тории из С( н попадают в a,.J ' откуда Б а-1. Если и~ С{-1-1 
.} 

то :таt::ктория точки 1..( возвращается на а-:1 в точку й =: '{~-i {Z<). 

Б:слi~ l{ б С?'.Н, ТО траеi\ТОрИЯ ТОЧКИ 'U пересекаеТСЯ С а i В ТОЧI\е 

1..1'= Ч:н_(lл)~ tP-н!o)=f<tLO. Отсюда U
1
6 aJ-1 , так что затем траекто-

ри~ точки И пересекает tX-J.. в точке ?А ::. l/";.J. 0 <f-1.1.. (ll) ~ 

f ЧJ._ 1 c<tн._lo)-=- Ч!-1 (j-(i) ~ ~-l ( P):::f-L· График отобра'Кения l( приведен на 

рис .1. 2. f. -12.3. Видно , что при Чf.-1 fl'.jJ <О все траектории стремятся 

к неподви·кной тощее И к- О'l'О6ра'1\ения Ч:.~-1. - ей соответствует 

цv~а тиnа { .. j J системы XfA . При j-'f-J '0<- (/1_1 {f<з) все траек­
ториi1 нз а__!_ 1 с•гремятся к -их , а все траектории из а_н - к 

'Zl ~м - нелодви·~-ю:: точке отображенил ~-1. o<f_i 1 - ей соответст-
ву-::т цикл тиnа [ 1- i) . При О t. j1. -i все траектории стремятся I\ V.. к: 

Таким образом область f 1 t {) разбивается на т~и области: М : 
ч-'1.-! ~L1. 1)~ О (здесь .Лf\ содер'\ИТ один цикл тиnа { -1J ) ~ 'Лl-z ~ 

;J-1. cOL tf'i-! /;Ai) (здесь д;-. сол,ер·кит два цюсла: l-i1 и -li-iJ), 

W> : jJ.- 'l ') 0 (здесь J/./'1 СОДер;~~ИТ ОД,ИН ЦИКЛ ТИПа f_ 1_ ·lJ ) . 

Би·~:,--ркг..ционныма кривь:ыи служат ){_1.. : f-L =0 и vlli-1: lfi-1.{fJ=P. В си-

лу .;Ie'.'J.tы 2.3.2 А1..-1.. задается уравнением f-i~ ·~i-l tj-{1..)} причем, 

посz.:сльку ~-! (f{)<O на луче lf-t<-OJ ,М-1=0} и <P.t.--t ljAt>>O на луче 

{ Р· - 1 =О, ;!/. j_ <О~ , то ~-l-J. определена при ncex j{ i ~О ( естсст-
зегяо lf<1 l5o 14

):-=. Таким образом Б случае A{>OJ A-t>O утверv~п.ение 
теор-е~ выполнено. Рассмотрим случай А! t.. OJ А-1 >О • Пусть j<J..t.-0 

тог;;.а. ~- отоб:f.а ·-:<?ния tf'-1 1 нет неnодви-f:Rых точек, и все траекто­

рхи ' В.~·:О,.1,F.:.4Ие ~13 а! ' nоnа,п,ают на а-~ . Траеi\ТОрия' ЕЫХО.ЦЯЩаR 

из-:-.:~ ... ~~ UE а-·н. ) г.опанает на (.(L 8 ТОЧi<У 1./~ tf:.н.{U) • 

~ •• -=~--""tCTi~ OГ.f;~.J.c;1eHИfi 6иl~·1 IU:.ционъъ-:х i\;:~:ёь.:х для ;~t-уги:< ко:~бина-
ци.. ~:-iG-1{0 f$ Ai. ::.rcтa.:t-:F. ВЛИВг..lJТСЯ sнa..r.o П1ЧНО и }!"..;,{ не оудем ~-~а Э'l'ОМ 
6о:.ь~е ост~,ав~иЕаться . 
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рис. 2 2. 1 рис. 2 2. 2 рцс- 2. 2 - .3 

рис. '2 2. s рц с . 12. ч. 

рчс. 2 2. 6. рц (_ 22. +. 
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Ее:!!~ И L t/-: 1~/ {о) 
в.:>з вращает ел на 

- 1. 06-

, то 21 1 ~О и траектория точки lA 

a_i в ТОЧ"I<У iA = Lf;._ 1 о Cf_f t (Ц) • Если же 
-! 

1< '7 V_ i i l О) , то 1..(' >О • Траектория точки 1А ' вновь 

попадэет на а i 

n опадает на Cl-i 

в точку t/' = Cflн l и') !. Р t ~ О , о~ У-уде .. 

в точку fi =- ~-i о ~1 ofн(lt}. Таким обраэоы 
nри р t 'О задача сводится п r!:.зучению отображения 

lf-1-j (I.J.) 

-. 

Ц - ~-1" tr'- н.fll.} 

График 'U пр;~веден на рнс . 2 2. Ч - 1'2. J .v 
во:; рг с? а ~т nри И. L О 

• - 1 

и ZA > ~ 1 { .. {о) ,) у6 UDЭ €Т r:ри 

о~: ll <- ~- i i1. { о) . .е.~~ с 
и~-о 

(об.:rасть на рис. !_D ) 
Jf 

все траектории стремятся к нег.а~вижной точке а о~о6ра-

жеНJ~я 't{-1 (см. рис . 22. Ч) При f< -1 ~О ~ lf"L - ! (~l J 

(область W) ) все трае.ктор1/И ПрИ !А с_ 0 стре-
МЯТСЯ К 1А * . Оrреэок [ 0

1 
tk_i~ t 0 <jl !--/ {0} J Ч"!- f .. lf.н [О) t.rl-l (f\)] 

(С!-~.рис. :Z 2. 5") 
1 
и поско=rъку 

\f!-t ·'f..1 i - СWIМАющее отобраr.;:е~'? , все -:pгeRTO!hfИ из этого ОL"fезна 
...,I~ Jf \j/ 

стре: .. я:-с.м r< непо,:з.sКУ:<Ji~й тос.:-:е и ото6ражеы~я т l ·t • 'f-1. L -

- е~ о:-вечает UИYJl l {-·1 j ::р:>~!е -;:ого , r:ос.кольЕу 
- 1 .. , 

Уi-.1"~н- сж"'~.iВЮЩQе о~обра~ен~~~ , то V1-1 ~t) L.. ч-·-н· о 't', . t ~ toJ ~ 
о;;кz,-;:.а в С}tлу мон.:>тон.~осrи ':r'{-t lf'I) L Y'_!"/lo) . 

T . .l u,.-·f( 
07сю~а , очевидн.J ~в облвсти WJ Есе траекто,рюi из « / 1-i~ О) 
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nоnадают в область l( с. \.(_ 1 f {о} 11 стре-
к 1i Jl~ 

?-нrrся либо к И , либо к и • 

При fJ- i >о" 'fl-~ 1 f~ t ) ~ l/(1-/ 1 о) (область W<~ ) все 
*Х. - 1 

траентории стремятся I< U (рис.22.6). При jA-1 ~ l.f_.Ji fo) 

(область W5 ) все траектории при Ц t:: ч-:_ 1-./ (о) 
стремятся к нелодв:IЖной точке 21 *'~А: отобра"Кения 

th. 1 ° ~L о'fн - ей отвечает цикл тиnа 1 i -1 1) 

(pиc. 22.:J J) . IlpИj<-1 >tfJjt ( OJ (область W'") И.._~ 

исчезает и все траектории стремятся к 

Пусть телерь f/L >О ) /-(- ~ > О 

( рис • 2 2 . 8 ) . 
• У отобра;;:ения lf-1 _1 

нет неnодвижных точек , и все траектории nоnцдают на 

где определено отображение -i Чi J { {).j l<-
'f_i j о 'f 1-3 (Ь.} 

7л - убывающая фунЮ111Я , терпящая разрыв в нуле : 

i._·,Фt й = <~н f;Ц-l) > Cf'_ 11 (о) -= f<-t = <fu to) ~ ~·~ u . 
ц_, 0 U-н·о 

Пр:-1 ~н {f. . J.) ~ ~ ~ ! f О) ( ;:~бдасть ~V.r ) граф:iк 
'1'8!{ОВ , как на р;.:с . 21. ~ . У tjl! i есть нсnuдвижная точка И-*' 
- uи.кл [ i! . Траек·гория точки i.f/_.1 1 {~tJ стреь.штся: к 1А ;.( 

а в; .. :есте с ней и все осталы-:ые трааr:тории , так что U"' 

- единст вe!ffia.я гzер;-юдическая точка 

'f.1.ilf-t.J>~/to}(o6лacть w1 ) 'то гра~ик 
Ес;ш 

-
и таков, 

как на рис . 21.10 . В:щно , ч~о луч {- 1">D > О) отображение~., 

\jl
1 1 

о <f_ 11 о <fJ -J ЛРрсводится в себя. lf.1 J о 'f_1 i о tft .. 1 

с:-:-tи~.!ающее отобра::-~ение , так что '1 него ее':' ь единст uенная нenoд-

,,~t.~~Ji_ L1}~UiJ 1 1 j i t виг...ная точна и. ·1пw z J • Таким образом в случае 

А ~ ~ О, А -f > О yr ве р~.денн е теореl.~Ы вьшол:--:ено . 

Рассмотри~"' с.:учой А i '--О , А _ 1 <О • В с;шу леммы 

• 

2. 3.5 и симметриа зnдат.1и доста•гочно раСС.'-~Отре·l'ь область f'.- i :;- 0
1 



l,Uil < ~-i. • При этом у нет не-

nодвr~:tиых точек, и все траектории из nоладают на 

где определено отображение 

tf1 J. { U.) rrp• Ц?О 

-f - tf:н о tfJ-J f ц) np• \f',- 1 {о) < и~ о 7.,(:: 

\(_н () tf'_ ~ -j (J ЧJ- '1 ( U) npx UL 
- 1 

Ч'J-! (О) 

!л 
-t 

и убывает возрастает не (~~j(0) 1 0) при остальных зна-

чениях и) 

Поскольку fA- 1 >0 , то Ч'--fi lf<- ~ ) > lf.Ji{O) >fAt. 

3 области /А t > О расеуJКДеНИя такv.е же t как и в слу-

чве А 1 t. О , А l >О 
1 

поэтому ограничш~~ся только случаем 

- fA- ! ~ fA t ~ О Пусть jA ~ L О .~ Ч: 1 1 { jl-- 1 ) > О 
(облас-ть W, ) . ГраQИк lA nриведен на рис.2 2. j 1-21.i2. 

ТоЧl<а р1 с,~~елав несколько итераций (чИ~"'IО их обозначим 

через h ) , nопадает D область Zt ">О • Понажем, что 

tfi -~i (О} L ~i-t о~_ i 1 (;Ц -1) Действительно, в П}Х)тивном случае, 
1 и lf't { так как { 01 -r-11 {f<-1)) ( lfl1 t о tf-u lf<-1), f<t) , 

а tf-t i - сжимающее , то '-r_i { {fA- t.) > )A-t - Lfн () <f-u f,P.-t )~)Ai 

-ч;);аоэ~ому tr_ ~~ (f :t)- Р L > О- tf'-1 ~f ! о) , Но, с другой сторо-
( 1 1/ - .{ О) Ч' ~ { о l..f1. . с { LV ) ны, 1 ! - i~ /0)

1 
- ~ ;< i) 11 i {/'--! и, так как 

(/1_ 1 t о ~ i -L - с.~~~ающее отображение, получаем ПJХ>ТИворечИ!~. 
-L 

Тг~~i!.: образом Lf i- 1 t О/ L lf1 1 (} Ч" i..!. l~ t) , то есть траек-
,~.., -f 

тор~• я ?c-:;_t{i1 'f _ t 1 ( ft- 1 ) nопадаЕУr в обдгсть ( Ч'-н {о) ~ О)) 

и , СДеЛЭ9 нескольжо итераций (их число обозrz.ачю.J через wt ) , 
( 

• L 
попа;;.ае7 в облас~ь 2< >О • Поскольку / Ai ~ <f:11°lf-t-J Чi -J fO) 

, ':'О е~и трзеr:тори.я точr.и 1~!. nопадает в 

о6.1ВС':Ь , сде.'Iав h.. итсраuv.й, то траек'i.'ория точ-
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Юi поnадает в область u>o 
( и -f 1) итера~:rю . Заыет11ы , что 

- L 
lp 1-1. ( ()) ~ <ff. f "lf:. J 1 { ~- i ) ~ /-' j ~ 

поэтому 

Zсли Wl = i'l. (область 

11 
( tf-н 0 tfJ-1) оЧ'н о '-fu {jA--J) > о 

l () tV {JJ. )] ( y-:ti 0 'i"t - j)~o ~{J 
/ 1-11 1 - ~ 

на отрезt<е { о, 'f_ 1 f tp t J) 

отображения ( lf.. t 1 " Yt- 1 ) "'., tfL l 

) 
И-1 

~ #1 J ~ ( <r_j /' tfl-J. (jЦL) ~ 0 
~ , ~ -) • то (см . рис • .:U._!! \) 

( о1 "f_ 1 1 tjA 1.)) .знсч~rг 

есть неподЕУ~нал точнв 

- цикл т и па { (1. - 1) .. t 1 J .~ 
н Г4>угих периоднчесю!х точек нет . 

...t 

Li:сли т ~ Jt r 1 (область ~Vt;~ ~, ~ ( '-r-~ j (1 'fj-1) (;-'!.) > ~ 
~ 

( lf'.. и о YJ. ~ ) о у, 1. о tf_ 1 j (fi t) < о ) , то (см . :рас . 12. 12} 
г ] { 'f_ о \('. ) .,." 'f''f 1 

OTpCJOI< L 01 lA ~ н l L L t 

t'-f-1 L .:.l.ft·t ('~~1 ( l< t) 'f. j f ~. j ) J 
[о~ и r) а отрезок 

[и т ) \("_ 1 l (f-4 1 ) J , { г;,е 

t tv-1 [ ' vt.j - i!) U=: 11! о (t?-нo'f~t} f./ ) ;гак что на ка:т_;о~ 

из этих отрезкоЕ ;~.~ее-гся по нелод!!У3Ной точ1<е соответст?~~его 

отобра;r.ения - э·rо цик.т..ы [ U -1) "1 i ) и L { i - ·i) ;tt:.;. ) . 

Очевидно , что VИ =- И == 1 nри jA 1 = О , и n _, ~ 
nри tf'_ J ! t~- 1 ) ~ О . na кривой vi{_ f 1 : \(_ 1!. ~ 1.} =-О 
(с:.~.рис . .?2.1.3 ) все трзектории стремятся 1< неподвижнJй точ.'е 

О отобра.":\еr:ия: 'f--t t 
0 LY1-1 - ей отвечает гомоклин;1ческая 

траектория тиnа l L -1) . При l(.. -1.-:1 {jA -l) ~о 

'+'i-1 lf-t )>O (облас7ь W's ) грас;а1< ti та1<ов , как на 
2.2. i~. Все траеh-тор;rи стремятся к неиулевой неподвiL'i\НОй 'i'.)Ч..~г 

отображения 4-' _ t 1 ° tff -i , которой от в е чает цю:.-I -гя:1а 

{ - i 15 

'i'И ТеОрGМЫ . 
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§ 5. Би~уркации устойчнвого контура типа "бабочка" . 

Пре,r,поло·ким , что 

Предrю~о· им , что Г'i 

uещестtзенно и ). i (!А) > 14 А~ уц,}. 

не ле-:ка.т в W 5> и вхо-
~ 

дят в О , касаясь l'J.YГ друга , образуя "бабочку ". Пре,,~поло-

·f.им так·:.:е ~ что Rгличины А 1 и А- f.. отличнч от нуля . 

Тео.. м а 2 . 5 . I . В случае А -t >О J А - 1 > О (см . рнс . i1. 2 ) 
в области )А i >о)!'-- j с о _QfA \ { о u ri trJ и r_l t;A) ) состоит из 

ДВJ-'х циклов типов {11 и i -d J ~ в области /А~ > о ) 1-' - i > о-
из одно го ЦИI<.'lа типа ! 1 j в области ~ -t ~ о .; )-<- t L' О -

- и:.J одного циюtа типа { - 1 J В области f< i <О 
1 
)А - .1 ">о 

6~f"*'уркацv.онное мноi-\естnо пре .,став.,"lяе'I' с.обой кантОJ:Овскнй пучок 

кривь.rх , соС'l'ОЯЩИЙ нз счетного числа линий , на которых Sl,.. \ { О ~ 

СОСТОИТ !1Э ОДНО1i ГО~.Юl<ЛИi~ИЧ?СКОЙ К 0 TlJaeKTOJ:.H1И ri {j{ } И.IИ r.i lf-) 
·со стреыящейся ж н е~ дру гоР. тРаекторней , r1 х онтинууv.~ д J4-

н ю1 , от~ в ча ющ.мх сущест:J O:lli:Н! ию KB9iil)t1ИШ1MaJ1ьuыx ~!1 ож ее ТJ.Qбласть 

устроенn сде,.1ующим обJ:r:зо!.с I) для любой допусти~~оJ1 паi/Ы конеч­

ных слов р и 'V сущ~стЕу-t;:т ::инии др и ".(.(ty ; 2) в секторе , 

ограниЧеННО/~ Э'I'~~-Ht. ЛИНИЯМИ .ле· :ат ЛИНИИ дfJ'} И М 1f , причем ..){f"f-

Ле'\ИТ ме·;;,цу А t и А 1 f , а ;t{ ~ р - мet~~ny JJ.p и .).{ р q, 
2 ) в сеЕТОГl- ' ограниченном .::иниmfИ .).). р t и А r р ' }.ШО'fество 
_flf' \ ( () V Г'1 (fJ-) U r.~ lf) ) состоит из О,;l,Ного цикла типа t р } J , 
1) для произвольной доnустш.'о; . пары бесконечных слоn ( f J гу) 

существует линия ~ (р, 'f} , отвечающая сJrществова.нию квазими-

ниыальноrо мно .. сства: ~.1 ( f }=- Р и -1- i C;-t/ =су при 

f< ~ .AJ.tp,'fJ Лcp, tyJ 1~оr.-:ет бt;:ть nостроена как t.:~.J<fn =-~·/4(j(f~~ 
где l Р"; 1") - nосле..,овате..'iы·:ость допустим1 .... гх пар t аппроксшщ-

руtJЩ;.rх ( Р, tf) 

Б с..,.!уЧае А i >0 А - J '-О (см . 
J 

существJ-rют 

ц~~юtъr т-.:лько типа~ { 1 ~ 
1 

{ -l l и { [ ~ 11 ,~). L'lOC-

кость rzарамет,t.ов iJ8.36;~F&:~':cя на счетнее чиСJlо областей .лини~.н1 
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JA 1, M-~,JJ.l- i/ vlA-н"' И ).).{-{~и {l~11~~J . Л,ц\{ОU{;tр)} 
на ),< 1 сос?оит из одной гомоклиничесi<ОЙ t<ри-

воi: ~I na { ;J. -1} , а на О CTЗ..lJbl:Ъi:X ЛИНИЯХ fl/A t<роме ГОМОI\ЛИНИЧеСКОЙ 

криаой содержи'r цикл, общий для секторов , разделяемых линией . .. 
В СЛ)rчае А t <О " А-1 ~ О существуют циклы только тиnов 

{ 1 t,; {- l 1 и {! - J ~ • Плосitость параметров nриведена 

на рис . 1.. </. 

,..:,ока.за.тельство . ВвРдеы на мно-r.естпе бесконечных вnраво слов 

ы;r вv.та { - 1 
1 
~ 1} следующее отношение по~ ядка (аналогично [56] ) : 

р = 1 Pi ~ j;:l>D >- су = { 1j ~;:; тогда и только 
·rогца , ког"'(а либо. ~ 0 ~ f(J , либо ,:з.ля HPI<OT01JOГO r1 ~ i 

j = .... J } :. ... J. •t- .1. f'\ • 1 

{ P));=J ;: { ~j ~i-o ~= (flo Ар~)р,. '> ([}о AfJ) CfY\ 
(г ~е Jю .. •нн·ае,r·ся А о = 1 ) . 2г.метю.~, что введенное отношение 
nорядка существенно зависит от зна.ков ведичин А 1. 

причеы nри А 1 "> О / А-! ~ j оно сонла.n.ает с отно:лением лекси-

когрс:._;.Jг~еского лордгка > , а в оста.л.ьных случаях отлично 

от н~:-о . 

Ле:.'\11.а 2 . 5 . I . ):..1я л -6~ Yl h 1. и i_ ~ -l- i, 1J .;IИ6о 

1 sj i.~\ ~:~ ~~ .::: о oL> ' ;:ибо f ) j iw'~ :-::-- ~ ~ 1- (~)) . 

л1-:бо f ~jC: ( ;<) J;:~ ~ -1.j fp } , причем равенство f S J'i (р.)~ ; ~~(>-<>-
- ) k ljJ- ) ВОЗМО}":НО , ТО."'!ЬКО ес.Л.Н -'S k lfi / -f: f 0 

'<:)оО 

;:.:оиазательство . В силу Зачечання 3 к теореме I.2 .I доста­

точно ограничить рассr.ютрею~е СЕ:i\ущей i. ~ L n { 11 ~ 11 ~ Ji J 
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ТО 

1 1 l -2 -1 1 IIW -Wi! ~fv и. -и. (2.5.2) 

и 

-'2.-i 1. 1) о 
А~ с и -и J С ц - и " (2. 5.3) 

для некоторЬDС 

' то 
, ТО ПОЛОЖ~L\~ 

для неl{оторого с 

то 
1 ) f,. ,. + i i -l .. i i ( .п А sj I с~ { v. ' r rJ - v. ' t;-л; J > о . 

J _;о f 

Оrсюда ([!о AS_;j (~)) { = 11+~~1,i {р.)- s~f-{, { (;А)) ~о~ 
причем равгн~r:-во возмоз:.~.:>, только если S -(1-t 1 l 1ft) -:/: О 

1 

до1-:азана . 

Пусть А { >О 
/ 

А- i > {) • Рассмотрим область l Р.- '- >О/ 

t 

11< i 1 ~ ~-1 ~ (о t,::аст ь l fl i <О 
1 

1 f-- 1. 1 t.. - JA 1 f симме~рична 

рассъ:атриЕс~l!:JЙ, а оста.::ьное описывается леУJ.юй 2. 3.4). 

Пуст:, --) \ (f/ -= <.. о ~ ' то есть rrj lj-J./ ЯВJ:ЯЕ':' ся 

. :-ь тео~е.п:J 2 . I.I, 

з~·ечания :: :-: \Зй и Q-:rU<тa д) леммы 2. I. I сле:;.;ует, что либо 

либо 
) 



либо 

, .лt1бо 

-11>-

, ЛН6.J -1- i (,Р-} -=: {У-. ~) ~ ~J 
")- 1 (~) = q/ -( !.) 1 ~ 

(здесь пр~t ~ =- i. J 5 полагается Cf -{ ~/ =- { - i ~ ) . 
-k Случаt~ ~~- f CjJJ = t{t -()) "') о~ н ;j __ [jAJ :::;((f ·r~J~ l;~ 

J 1-

противоречйт лемме 2 .5.I , f'Эl~ l\8[\ при 3ТОМ ~ \) 1, - 1 (f{)jJ : (rц-r':. J} =-
r z J-;..1- k ' 

::--)Оо-о:::- JJ(f-) или 2.. \,-j<fl}~J- {(q_ t~l); f4-0lt':>J :- ~ ( 1·r sJ·~ )-" .<( Ji ;J.) . 

Если ') - i J) , то 9 -{ j/ :::: 1 - J} , и так ~а:-: ::Pi~ 

11-J ">О, ;< ~ ." - f<-1 слово ·)_ 1 lfA) сост~влено и:; 6:.~-

ков ! 1~, 1 О 1 и ~- J 1J , то не может быть ~-1 t;.J= a,- -r~JO-' 

и ~ _ 3 (}.).)-; { а.- r J:>) ) ~ • Если ~ -:f. { :11 .} 'I'o е ему ~~:-:-
' r j .:-о/- ..С 

та д) леммы2 . 1 .I ~~ pit11 CfrS) • <псюда {SJ1vJJ=f(p 7щ-= 
с(('>) 0~ , и значит в силу леммы 2. 5. I не J.L~::.eт 

бьrr ь )_ 1 ljAJ ~ ~-f ~) О (70 и .. _s_ 1 tjAI -= ( Cf · "!JJ />оС . ПоЛ'г~г eJ.; , 

что е ела ·) 1 Cfl -:: ·) О~ , то ) _ J t~J = q, -r )) ... ~ "_ , -: о 

есть r ~ f;UI стремится при с -7 ,.,._, к fi (~JU{) . 

Аналогичн.:> , если ) . J (;AJ -= ) и<>'. • ':'() -J i !;J.) = р t 1 ~) ~ ~ 

( ~ :~J стремится лри -1: ..... + ~ н r_ 1. ~J (/ () ) • 

Il:{сть f :: су - бесконечные вправо слеза алфавита { - ~; r, 1 J 
Обозначи:1. через I ( f, fl множество бссконеч:qых: вправо слез 

....) алфавита l - 1 ~ 0,~ 1 i , удовлетвоf-сrощих неравенс-:зу 
. Из вышеприведеньъх рассу.~ени~ 

и лемм 2. 3 .3 п 2. 3 .4 сле..:.ует , что при каЕ,Цом ~~ксированном 

мно:-кество значений nри 

I,.Цil~ f<- J. равн:> 

J { { 1-11-, 1с-4)\ ~(Т { ~ су -С1)~ ~~)" !)ojUl~1))C2. 5 . ~ . 

где объе;:,инение берется по всем .допустИ1.1Ьll. ~ таУ.~~м, t.tro 

~1 ~J.)./ ~ "':.0~ i:!рИ не.котором j- 1 ~ [ - j.l.-1 • jЛ-:.] Лoкar.:eJ.L, 

что WJ! Jt-oбo:-o начинающегос.я с е;tиницы р ~ ...li (1.
1 

- j 1) 
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такое , что -1 ~, f~) == р о C>J>. 

Действительно , в противном случае в силу (2. 5 .4) нашлось бы 

начанающееся с единиц.ы до пуст ныое ~ t Р та!<Ое • что 

(2. 5. 5) 

, то в силу (2.I.o) 
( - J У11.. •1 l с-Ь 

ПО С~·~ОЛЬУ.у f1 i , ТО fOo-o ~ ~ Cjt ( ~} ~ 0 {11, ~ { YJ, ~О} 
1 J 

что nротивореч;rт ( 2. 5 . 5) • Ло;Jтому р 4 ~ ( \ Cf -' ) J) и , следе-

вательна, найдется ( ~, h ) с Aj' такая , чrо ди6о 

( 1" q, -f1J) E- 4 ( ~~ "'-J ) , а р Е- ~ ( ~ ft> ~ } • либо 

r ~~ ~-t -~) J Е= ~ r ~ ( д), Р f --'1 ' ~.. а а J. 
В nервом случае в силу (2.I . I) ро~ .(.(~h)(>-0.- 3 t.A3J v-~ ~r.~-o>)C:. 

< ~ ft -f))~~ , чrо протшзорвчнт (2 . 5 . 5) . Jo nтором случnс . 

в с·~лу ( 2. I . I ) р о е>Р > ~ ( А~) 00 
-=- tJ ~ ) ~ ~ ) С"'" , что 

ВНОВЬ ilРОТИБОреЧИТ (2. 5. 5) . 

Та ним обр.з:з1)М при I<ал,цом <fиксироьаr~ном Р. - 1 .:~ля любого 

нэчин~1ющегося с един:.щъ; коньчного доnус•rиt.юго слова f ~ 'f ( 1,- 1 1) 

существует Р 1 Е [ -~- 1, ft t J J.'акое , что 

, ТО есТЬ f1_ (fA) ЯВJl.Яется ГОI.ЮКЛИНИЧССI~ОЙ 

типа р . Аналогичное утверждение Fерно и для ).j l~) . 

Получаем , чrо для тобой допустю.:о~ пары конеt;Ных слоn ( f, tf) Е 

~ ~{J(,J,-l ,i) с;уцествуют кривые ./../р: #J~ ~f' t;<-j} и.Д~:;<t=~ 1 ~_1 
• Заметим , что 51 (f") = р о~ на .кривой Ар 

и /51 t;tJ = р ~ ~ на Д'} . Посколы<у р о- > р ~ ~ , то 
р {-

в с:tлу леммы 2 . 3.3 ~ Р lf-J) > ~'J-- (j-( J) Fассмотриы 1\р;1вые 

Ар~ : jJ-L = ~ р} ( f' -1 ) и д 1 р : /"' { : ~ j f (f'.- J ) • -~ j ( f(J =-р~ о 1 

Н8 ..Др t н ) 1 (f-) = р f ~р· 1 """' на Л~ р Or сюда , 
р r.y......, , получаем (!Р(р. 1 • 

л~-
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н .д'У 
13 области 

в с1~1у пунк':'u а) ле:.~~~ 2.3 .3 

.6м ~ ·1 (f t ,~t) ~ ~2 (JA--t,}-(t) f )! {f<-{, t ap ~цt;)J 
,.. 1 ... ~ (f< . 1 1 ;. () ' 

""' ... т·~уда Р си."1у nyнx'I'a f\' .r:~· ·~ы 2.3.3 
(fCfJ<:;.A ~ J i ( f<) 5 р ( (yf) ~.~ 

ТО е е':' Ь -) t (jAJ _ lf у ~ . 11Y.B:IOГlF,Ч}IO "'S- ! : ,vJ ~ tcy fJ )'_". 

з c · t-:~ .. замсчгн:.А к ':'Е:-:;::~;г 2. Iol Л~-"-\ (о V r r ~JUf!Jli4J) np~l 

"JCTOl~ иэ о~ного ~~:;t-::~a ~ р <f J • 

~-J..R зaвepl:.leH/tJI .::з ~а ;;а~sльства осталось устано в~о~'?:'Ь с~ ~есrвс-

t='-н:ие J111НИЙ J;( tp •} J , О'ГБС:Ч8ЮЩi~Х ДО ГlУС'Г;~." iМ паре м б е Сl\()НСЧ-

НЫ:: cдJD ( Р, ц .. ) ~ {f L J. .. -1 i) . Пусть ( ( f,. , ~ ") jlf'7;- -
- !.'JC..Лel.'1fBTCJlЬHOCTb :-:"ar~ ·- c'i'l::.~ ь.ТX i':Зр , О'l'IЗ СЧ":!-.ЛЦИХ ( f , у} : 
р., О..-.. _. р" Cf'" О с--)- lf ,~ ( р '' r t , !JA:. и ) ~ q l f .. ' if,.) . 

?aCC\IOTpVJ:. l(рИЕ~-~ .JAp
11 

.' ~i- if. (JA-1) i! ./{.(~11 jJ-1.:: (1.;.
1 

/JA-t ) . 

. :о до:-:а:за нноыу BI.Wt ... ~ h,) (J-i- 1 )<= la ( f'. i)"- . .. ~ (, tp. 1 )(h 1 р.)~. ;н Y>f• ! """t Р.с -

i.ос:{альху вс~ :·р;~вЕе ./{1. f'~ - ;п'!~Щсвы, то существуе-:-

i.~ Jvtp. ~д,:: ;J1 -[...._ hP.l.P. J-:i.o cкo;rькy )J "ц) ~рмо<>- на 
Vl -+.,.... 1 ,,....... ., 

кр~~=~"< fiь '=О в с~~:у ;rе1.~:ь; 2.3.3 ~~ Cf'-J == it~t.../ .. 0.,_ р на 
Гrl 1 ~ _.,.....,.. 

..д .f , то есть Д~:::. Лtf, V"J • l5 сл;уче.е 41 ;:. о., А-1 ;-О 
теор6ма доназана. 

Paccr .. oтp~u.t с~-ай А t >О 
1 

А -1 ~О • Пусть Р.- t '>О, 

r,.uj 1 ~ f/- I. Пусть ~i (fA) -:: s с~ ' где ~ - ~IЭI<OT-..-

P-Je допусти:;r.ое слово, r.~~~-iающеася ~ ~цин:~:..щ . 1\ак СJ:~дует ;~ 

доr-:аза?едьства тeope:ls 2.:. I слово 

{ -1 j 1 и { 1 'r J ..:. , "10dT01'Y ~ :: l .-) = i - 1 l n. 
J 

( h ~ 1) ) 
s = i- 1 1 11

- 1. ... 
1-oL-~···e•c ЧТI" r.~"•c.-.-.-:rн~·.l,i 

" ас;; .. .. •• ' " J • ,J - -

если { -i-1 1."-i: с.1~'ЖИТ nрефиксом , те 
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OЧ€51-!,.i,fJO , -1 Е ~ ( 1.- j i ~> - j_d_ '1} 
6 .':-JKOB { 1_-jj"~). И { -11. ~J И , 

! :1 -1 :1 11 } • Отсч,,n,а, н~~. \ется Yl.. 

, ЗНЮШ'!' сост;;:.з..:~но из 

значит , ·) конч&ется на 
J-= .,..,.... 

•гаJюе , что [ SJ·1 (;ЦJ fj .:."'- = 
::- i-JJ~Oc;,.D.( f - 1i~1 ... ~ "jl~/, ЧТО гrо?ВЕОрСЧИТ .лe•..u.re 2 .3.1 

(:.;.г.w.:;;там , что п рассма.тривэеr.юм случае t.тt:ошенне nopF. -ка отлич­

но от леr:с;нiоrр~ического) . 

Тающ 061 C,.'=t•')M ' r'l {~/ мov.e 'l' бы•rь ГОМОКJ1И.ЮfЧf•ской траектv-

ше~ типо~ { J f или { 1- J J 11 J t~~ 11. Если ~1 (j--{)::- 1 о_." 

('!'О есть f.J. 1 :: О ) , 'l'O 'l'D.K как :) - t f?) в облает~~ f< -1 > О~ 

lf'1 1 ~ ji -J составлено из блоков J i j , [о 1 и f -11! 
то "~-! tf'-1=- -1 i . . . . Но в силу леt.с.tи 2 . 5 . I, если Sh-i lfJ.J.: :i 

~ ) 

для неi~о-rорого h ~ i , 'I'O l )j, - J ~j.: ,.1 >- ~J t.,p../- 1.оо-
о-гr:у .г,а S,~~. 

1
, - j Гр) = 1 . Таю·JМ обlJl:~..:зом ) . 1 tj-4) - - ,.1 i c.-D 

Полу чае·.( . чго лги fA 1. = 0
1 

j)- i >О r_ t .?1 с•гре~.ш'!'ся н: го-

моклшfv.чзско!: т;а~!-:ТСГJШ (~ lj.J./ ТИП& { J J . В СИду ЛUММ 
.-'. lJ ~ "' t:)oO .:.. ::: . 3 И 2 . 3 . ~ ПОV~В.еМ ОТСЮДа , ЧТО .>-1 ~М/=- , • 1 tf-4) ::: .-j 

r1:.~~ ВСе'': j.J. 1. ~ 0 " j1!. ;> 0 
_,?.~-'- \ l о .. : r 1 {~} и r_ l tf'-/ J 

, то есть в этой области 

СОСТОИТ ИЗ ЦЮ<J18 TlШD { 1} . 
Зw.етии , что в силу леммь: 2 . 3 . 2 .'ПL~и я vl) 1 _ J ! .... мо·::ет за-

;.~анчиваться только в точках на линии J.). 1 - о и ... О 1 - , Г'- t. ,,.. в которых 

~ 1 tpl так:iе , нарР.ду с 

о • По сколь!-\), такая точка е,ц,инствеtiН~ : jJ L -::. О ; fl..-1 ~О 
то А 4 -l 1"' , еСJти существует , зака..:.rч-rшается в точ::е {о/ О/~ 

() опре . .:.елена при всех 11 -1. "> О • В силу ~'Ю<та. 
fl.i-J j" Г' 

6) леммы 2 .3 . 3 ~·м. ~-i tjAJ=. -1 -1 1 ~ . Отсюда , ПDскольку 
tч-.-о 

-~t{P.J={.f-jJ~i 1--J1~ при f-<J.=-,P-t ' то в 

о~~асти 

i - 1 ·! ____, 
и .:н:v..;!-: rю краiiнеУ.' мере 



CV.;IeC-~~-_ .. ., "'~Н"" J.., -- .. •'1$1 .~.! со 

. Оrсюда nол~'Чаем, ч.-то 

сколь угодно большим 

. При этоr· 1 1 {fA) ::- 1 -11 t'\ О r:.e. 

В с~:::у ':' ~ ..J ;.ем н 2. I. I, ... .:..: .. ~чания к нr :. и п:ун1< :- а ~) .'!e.UA .. l 2. 1 . I 

-1 -1- -jJ-l = - j 1. 11 о~ , .r:~16o 
.. t t 1 

-') _1 (jA) :: - -1 1 . . . ,либо 

J. ( J J "') оп ,..~ ...,. 'r.>IТ' ''' ' Ч't" О ." ) .... 1 i ц) -: - 1 -:1. • vu~ • \:: • '•J.• ' в nep~J. с."1.(Чае l SJ 1 f~J !j~:; -
-1~ 

. а ВО 9ТО}'ОМ { S) j (fAJ ) j= l )>- ~- j {fc} , ЧТО 
-:~.;:'j::::a.r: =•~ ~ л~:;."е 2 . 5 . I. :l(}лучаем , что на линии д 1. -1 i 11 

" )..... r1 ,S_ 1 :р; =,-11 , то есть '-1 IJA) стрС!.штся к iiИl<ЛY 'l'ИПсl 

l- 1 1 Vl ~ • ССла~ть сущ стро:зания :~~~ла l -1 1 "'J ограни-
ч::.нг .";1!:-:~ :~ н't •. А.{ 1 _ 1 1 '1 - L и д _1 i., • Пvлучаем , что 

суiДе :-: -=-н;~е линии vtf!..-1 i"'" влечет существоншие .r •. иний 
jj;- ~ J" ~ н vU _ i i "'- , отr:удэ , так как Yl J.,IO,::{C':' 

.11 о ль угодно б :>лыш1.1 , :-:ол~-чге:1, чт:J д:тя r:ап.,цого 

Yl ь l r!'"...~eC':'Бy'!tT -~1-Ш!~И J;{ j -ll" И 
~1~"'-"~ЛЫ·::.- J - 1 1 vt 0 Г' > 1. -1 J rl-l 0 г;Л , то - с~:лу ~.~онотон-

от линия ~( L -1 J "' л r.:ат EЬ!ille 

I-Ш~f ././ : -1 i о-1-1 • :'йшлогично д-J l"' ложнт 1шшс 

_h(_J. 1 .. -~ • ПоскольRу нз ДJ-ll"' -')_ilpJ-= (- i 1"\)-, на 

J<~-i1·•· 1 - ·)-1.r;u-=(·1J~ 117нa А-1 1.и-1 ~-~tp.J: -1 (-t·lo~ 
то):~ (-11Vt·L)~<-·1·i"'- 1 0~< (i1и.}о~поJГJЧае~1, что M-Jtч-i 

Л~~':' В :6ЛдС'!'И , ограна:ченной ЛИНИЯМИ JA. -1.-i ~ и-.1 ~: А:1..-1 j"' 

В CJ:."i.y пуннта 6) лш..:!.1Ы 2.3. 3 

-&:т ~ s.. tpl = 1 ( -1 i ~ J ~ - { 1 - 1 1 "- 1
) о-а 

l-'1 ~~!-:Н " (,U- s}- о 

-tf.·V"\ ) j (р.) = (1- j .1_ vt) ~} 
~ i -4 f..!- н .. {f<- J. ) -t о 

отr-:у,3.а .:-;;:j .. -i'Э··.:~, ч:-о rc:Jцy - об~:ест~i t-.:е;т:ду лrН··:ИЯ'·:~• Д~- J 1"' - ~ • 

к.i·<~.--;!"' ~1[tJJ-[.{-i1."'·•;""', то есть ri ljJ-J 

Чэ:zес• У.Wеетсж :а i!иду .1ехсю( огра и чес r.й r.оря.дох 
стрем.rrся 
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К ЦИ\\Лу Т~П!3 { j - ) 1 ~- J l. 
От c.:o,r..a , посiюль:\у n э'l·~й области лuжит ;шния v!.i.. _ j ~ .,. • 1 

1 

тоn с;iлу П)1iК1а 6) л~!~ .• ·ы 2 . 3 . 3 .&·11f )_1 r-J= {- f 11-\· 'J 
р J ~ ~ i i ~- J tf<-1)- о ... " 

~(-t'J\ j 1 и- 1 { 1 - 11 ~ ·{ - J. ) 
JA 1 -tA .... 2_(~ t}to 

1 -1 1 
Таю~: o6paзoi.t , nсюду в _бласт .. r.-. ~·i.Дy лИН11яr.~:~ и 

.!) - 1 { р.} = ( - 1 1 ·1 J с-С , ТО С't..:ТЬ 

ся }1' 
1- i 1 ~, ~ 

иклу т:н1а l ~ 

дасТ И ПOJ!HJe СООТ 5е'Г~'!'!3ИС С ~I'TDE:}:'"i.Д\;HИCt~ ТеОр~,;~.\1' . 

Pacc.r..ют:pjt!.i область )А .2 .. О 
1 

jJ 1 ~ f i - - ~ .1 • ,...,..я 

ДUЛЬНt· Йl!!t.~го Cie• реiЗ!IИЧНО 1 1\Э.I<е>.\1 а:з r ;; уча 1~~еет !.~еС':'О : J11 "> l?. А 1 ~0 

ю.:1 А 1 ... и , 11 1 < О • J р::- ·:? -:1. ~;• "~' ~r11эа .... ' ~ой об::гст ~ ело 1 u 

) - j ~} И j 1 р/ COC'.i'Dn.:: ... н;: ;:_, бЛО!-~0 i3 l - J ~ • !r 0 J 

{ 1- j ~ 0 ~•- ·с р-. - .. -~ J-Jj 
.J 

либо р ~ \ - 1 l . . . - 1 ~ <':tучае ;.,.-:.~ ~ек~тороrv 

п~лучасм про:;~Еоречи~ с лt:t~?:o; 2.5.I. Таrтм образе~.~ , в fk-=tcc!-.;a·г-

риввемоi1 сбла :т;~ Г!. 1 t;л/ 

тори~.:~ ?О."lь:<:с :-нr:а {- -j ~ 

лсмr-.~ы 2 . 3.4 ~~,:.у в облас:-и О L f -1 <:- f'-1 
стрем т ся r: uanлy { 1 - 1 } , а в област1~ 

- J\ ци:<Лу {-1} . 

не ле;r::~ Е ::. 6.-:з С? Н 

l,м_ 1 1 t.. - ;< t , nоэ7о~!у здесь ле:.:;~т линия vU l · i 1!JD\ .а 

{ 1.Jl С' ":"'te -.-:. ;:~v~"'V!' ""о: ось "'';' - м 1 "> jlt i > [, tl. ·) j .! ...... ~· •~J "' ' ............ о4~ • 1 О • 'h t-~ •/ ... • 

.lQCKO.r.Ы\Y Г:рИ fЛ- 1 -:: 0 t:,Hr:.1I t j -1 1 Сj'Ществ;,·ес ) ".:'0 ._.;Ц {-i 

ЛGi:\И:Т в облсст.~ р. \ ~ /А -. ~ о . - Cj!.:y пунн-

L~.ц_ ·\ \ ltJ-I= l 1- ~)..,... 
1 

t.:м ~ j ~)-:: 1 (-i)Qr 
f'-~ -} ~ .-!(f'~J1"0 ~ ... _.. {t·tf.p<. -С. " 

та 6) ле.t~.:ы 2.3 . 3 
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OTKy,:i.a , ПC\Ci\O.'IbKY ""s 1 · !ОНОТОННО :J8ВИСИТ Q'j;' f'- -1 , НОЛучаеМ , 

ЧI'О 13СЮ.-·· c:Ipana ОТ ЛИНИИ ~.AJ. i·i [i1 f,U.) СТi".;!.tИТСЯ I< ЦНR-

л у , а всюду с.:r~ва от д 1-1 стр~-

МИТ СЯ' I\ r_:;!к,~у { - j j 
Теоре'!Э до каJэнз (в случзе А 1 ~О " А - i с О область 

симме·r рична расСl~.Jтренной). 

§ 6 . Случай комплексного 

Рассмотрим случай) когда >ч (fJ.) комнлексно , ~ AJ f;A) 

- {4. )..2 (jA/ / ~ л~ lf'/ . Будеы прr•.:,!lслаг а':' Ь ' что Г'i 

И r 1 Не Лl!"' .НТ В IЛJ :> , а также 1 ЧТО СЛОИ МНОГОО6раЗИЙ 

·~ .. 
т 2 - т еор .,~а . ...> . ..... 

трансвереаль но пер~сеr:ают с.~ в ка':':дой 

реализуютс::1 все воэr.~о;:~наС'rи , разрешенные теор\_rюй 2. 1 . 1. Лтfнии 

сучс c'L БО ES'Нktя гоr-! ;)!<.r; :r-тчссь:их :<р:изых седла расподо:~е:-1!:1 здесь 

CJii C> •:tr·l~);l> 1 О6"""Э'1Q" 
'"...._"' · .-v~ •.. . ..t '\,...; 1 . 

f- ~ :: о - линия 

( с:.~ • рн с . 1 5" ) : f i :: 0 - Ю1НiiЯ Д i . 
' 

И3 TOЧI:\"!-I ( t< i 7- 0
1 

jl---1 -=- 0) Д_~ ; 

fl1 - i и д-1. 1 которые в бесконечном 

мно·:· .:: ст z;е ':'ОЧ€1\ -tcneccr:a~')TCЯ СООТЕеТСТ 8СННО С Д J;'- -1. и Лt 
) 

и ;~алее 1.::> праз;т~г : nусть (р, cyJ i ( i ,- i) - допуст;!мал пара 

к Jне~лых c::J Е , тогда 

,~отор~е nересекаются 

( ':6 Р i{ 2) J-- - об-

) а бсс~Jнечном ко-

-1:~~г~:-вв ;~:ею: ся сосеr,г.;~е 'Lсч::и ПР рее чен•~.>t ..Jj р 
о:резке l: _:.;:,у r:оrгорь· ·;= ~ Р (fe) -:;> ~с; {f'l) 

~! JJ. ry на 

( :; анплоr ичн::> 
1 • 
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точю1, ме:;ду хотор~.ш l" t~tl < (t( ;<tl} (Здесь 

{-:. 1. , если с f, cyJ ~ L{ (!- 1, - f) и t = - i , если 

( f, q,) <:; q ( 1, - 1 i)). 

Б) С:) с_;:.:iие точки пересбче~~я .Др ;t д 'J.- , на отрезкG 

:.'еr.:,цу 1\ОТор~~н , ~ р > g fJ- , сое,r.·!:-:mтся доnо.нш~t-.::~нJ ЛI~ни.ями 
д, 'У и ~~~~Р. <))Prt ~ <D1p= S?J pf)t>crfJ 1f{t:l ~~ fJ'tJ> t'~-r~tJI. 

J) .JC·"-~· В Ос5ЛЭСТИ ме;~\.:'\У ../.Jp И v{j~ t :'Де 

(~tflr)L t<y' l.lrJ , ынJжествоJ2,ц\{С .. j Ul?t)co cтoи. нз r:::ры r..;иклов 
':'И!1v D f 1~ tf 

Г) Всю.:.,у в области меЛ<дJ' 

t:Hк:r т и па р f . 
.. .. сут.це ст вуеr· 

,:.оказ;::-ельст!З~ . !Jуд.:.~.~ раз:z.i~Ч(.;!ТЬ допу~тщ.~ые :::ары по длнне 

с{ :I;>'ТН ::о ребр[А~.~ ;:;.гр ва /j ,....о ~f~эль:;: ~ вершаны . ,...,о-
каза'l'е .• ь~·: : n)-riY.T08 А) - Г) пр· -с.~~..н~. ~~.,=-..:·к:.;.~~~.:-: !u d 

_бщн.Jс<т J:'раю~чш.!с-: cf,.1e ью )"- -1 >и, Ift/ t. j)-1 

(ей соотве<rс':'Еуе~ по~церево 

е.~инственн:-.-7.> в !/ ( d., - J iJ 
J { i , - 11) ) . Рассмотрин 

nai=:·· с с{= 1 : 

щсст эован~r- .:rинии 0~~3ИДНО : это 

{ ;~' -1 i} 

f'J -о 
. Су-

' cy-
Щ6СТ ЕО БDНИё ;IИН.ИИ с:rе.:.уст и.; ле!.:мы ;:: • 3. 4 ( .fi(~ l 

слу:·ит гра~~цей области су1ЦеСТЕJвания :.;;н-: .1а { -1 1 j ) . По-

СНОЛЬ.Ку Е ~ ;:::у ЛЕ-i ~:ы )J_1.1 ~.!J:...:ет !:-:О~-чаться только 

z )J._~ то ~-ji=tf-Lif-i'>OJ. 
В си::у Заме~ан:1я 3 -· теоре1:е : . 2 . I, д3льнеrШJ~е рэс­

смотр"r:;~е , ,:;·::r:v ,граню.н~ь се:-·:.-4ей ~:::: 2 n { ~ ~ 11 ~ ll~fl ~ . 

~~э (I . З . ~ . , (I . З .D ) и (1 . 2. 2.=) отобраF ~-.~ ("'··i на ~ 
1 

~~·еР'!' r.и;.: • 
_ . л ~ tl r -~"'' и -.. .л. 
ll. = 111. r ! (А~ ~А. (?,W) щ)/~1 V1{l.c}(н Jfцl-:;-f't е, с IJ.1p))a +и (Ц с w 1.1) /~ 1 · о r . . . 1 t 1 , , r· 
~ о.. ? ~~ l \.1 ,),f' ;1 \ z = ? ~ · Ut .. - А~ { 7, ~1J 1 ff\ Ч;о~l с.;уцl~ ~~ /· э~- ( t, ~~.,~ ~ 1) о t & ~ ( ""· ?, щ ,ц J 
- о ," w ) , ' (Z . C. I) 
VJ - vJ tr • л_ l?,~f-1 1 tl ,,.. ~ {w~;A/1-.. ~1 ~е.:! l. rJ)дt V/. (~? w и) 

" 1 ' 1 г 
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!i:~ ПрИ КЭf\ОМ t:Е.ЧОЫ 

11 (;~ /1 г 11 J, h t lr W а: Н ~ /! 

\2 .6.3) 

где tY(fJ > lf?! ( (к. . С . 2) эквивалентно условиям Х с ( l-. д) 1- О 
и ycзtO:Jt!D (I . 2 .. 29)} .. :-; (2 . 6 . 1) получаеi> что nри fi - !. > () R0 -

1 1 -~JS( D•f fl f 
ор;:.инзта zл ; f;AI тачюi ~~ 1 =- L~ P.Jo:: (;-< 1, "l t;-..J,МI "f/-'1) ЗD-

1 - t 1 ; 

1 

1 ~ ) t; ') ( 1') 
дастся формулоi'1 2< · t;<1 J= f< < -t А f"- 1 ~ t.д щ y.t- 1 r , r о f 1 

3,ля не!юторых а'; А'-:: о 
1 

l' :> J, r...J' d:. о Orcn:::.a , nосколь-
1 . 1 

ку юtния J.(нз а.:.гет с я ур~ L:НС:НИt:М U ' (jAJ = О , nо .. т:-~еем , что 

Д - 1. i в бесконе ... ::нJм числе точек л.-..р-зсекает .11~~Нit:J .)). {: f-<L =о 
, :t€ ре ходя ;1з об л а cr: и jl t ? о в о б.-. а с 'Г ь f1 t ~ о . 

3аыРтим , что всюду з Jбласти f' { / О с:у-ществус: :.:~~::.-1 типа 

{j) , а Е ею;:.,;/ ~~е линии д-~ J.. существуе-г ::~7.л тила 

( t (j(_LJ ~ f-<-t. L. '-i 1 (~ 1) t -1 13 о6:р~зо:" , если о~ 

, то д,ц\(OU~[fЧIJf.Jt;.ц)cocтo'/:r из nары циклоз ':1~:1.)3 { 1 i 
и { -113 . 

Получаем , ч-то вьmолнены )~5е~..цения Б) 

и а) . Предлоло~J~:м, :-е::ерь , ~о y·r вер:щеt-ыя ь) и 3} вьт.алнены 

i1ри всех 1 ~ d ~ do для ныю-горого clo ~ l и , если 
cl~ > i , т~ =-;::~! ::сех L ~ d !- d с - "1 sь.тrюлнено 

.А) . Возьмем пJIO;~зsoл:~)iJ Аа-,устш.tуА> napy (р, cfl Е ..lf { f ,- 1 1) 

с d. -;. Jo .::ус:ъ 01 (f'/, fc~ ) И Qt! Pt ... ,.f'. ~) -
- соседние то~-{i! n~·r.:::с-€v.енил {J и 11 и 2 

.... 1.1 1 
r- v Р .м~ ' r·-J.,. 1··1 
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i 2 
и при f -i .!.. fl . ._ ~ fl-1 

. Точка Q L 

i~'еет место J.ptjf -t) > ~f ~-J) 
от sечаст с:~ест вовгнию nары го~с!\~L'Чl~-

чесюtх 

р и 

J( о 

fl 
и 

траеr-:ториn Гр и 'РИ::JБ 

р л 

• Поскодьку ~ t::,. ~ ~ и ' '1'0 

не ле~ат в ,{;>5 • 
t-f - р. 

По кажем ' что CJlO~t ~~~ и vr '!'рансз.ерсально пере се кают с..я в 

точнах кривых rf и r~ . ::Sаме·:-;~м , что иэ (2.6 . 1)-(2.6 .. 3) 

с,пп,ествует ! . >О /1 'Jcii. }J "> 11 ?IIJ/{t 1 /1 «J~t)ltt J.. ~'д iii l/ 
J'"' • .._ т ан о е , что itlt~ с, 1 1/ 'VкJ u I"'J w Ji ~ l1 ') ", n . 

Оrсюда несложно вывести , ч-rо если 11 t. ,J V ! f..., 11 (А Ч, А ~) 11 

то 11 ~ W ll { L У ( .6 L<., .1JJ 11 , то -ст ь липщицева с консте.нтой 

L ловеnхность вида VJ::. L<J( Е :AJ nод действием 
1 

ото6ражщrи.я /;}~~ 
с константой G 

т aft!.:e леоеходит в лиrnци~е.=у 

ловерхнос:-ь вида UJ w ( 1, а) • 

Замеrим , что так11е п~ье. рхнс:)(~·: •i транс:. ..... реальны слоям 

откуда , так как 
w­

fA nолучаР~ся иэ касательной 

lw=-o) nоверхн~сти IЕерацилми о1·ображен:;1й <;./·!, 
W - w ... + + :.>;';· .• ~-полjtЧаем , что tJ- трансЕерсDЛЬ~') c.,'lOPJ·1 ,_ ~~~· ..!.: 

бом /Л • Таким о6ргз:Jl! при jJ- ::. 1-t: ~ система Х'р у;:.о::,-:8'!'-

ворлет всем условиям 'Георемы 2 . 6 . I • .::-:-:уда . тгR же каr~ э~о бъ;.-=::; 

с,целано для линий fii А-н. Лv.Еучаем , что 9Jpq, П{t<-~>j.C~JI@'/ 
R)q,p r1 (j. ~, f1 ~)ll!и . что л;w .. ии v(,{ f 'У и vU fl-- (и . анало:-нuьо, 

лпни~ Д~() и .др ) п~ресек~'?ся при j{-1. ~ ( f'- ~ ,~-:) 
на бесконечном t.~нож.ес~зе точе:-: , сред~! .которых есть такие , 

на отрезке ые;:Щу ним~1 {Р > ~ 1Р 
и танае. Ч'i'О на отрез Ее ы.е::.ду ru-n.ш 

{ lp.,1> (<;.) 

".р <.. ~1 f 

( t "t } 
Заметны . что nри Р..-1 Е-- Jit·1. J /J..- t не с)ществует 

7ottei\ nересечения лин1~У. )А~ и viti таких , что 

( P/rl <:; -<{ lD., ~~ (при d о=- i ::-~о оч:евv~Дно , а np~t J." ?' _ 
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следует из nрсдnоло~:<енил индухции А) ) • ::Г. сюда , так как в силу 

ле~.tмы 2.3.2 нvнцам интервалов, составляюi:"i!Х 1Jргу 

от веча:с.т толы< о такие точки пересечения, ::о луча ем , что 

(f-~ , f'-~) ~ CZJp~ и («-~; !А-~ )~ S]P . Отсюда 

~р !)'lJ q" n { fч \ ~р (f<-·J.) > ~'У {fA~J)5 ~ r:llpr;-
(2 .5.4) 

~f/)~}1) {)1-- t \ ~f Cj1.1) > t,_CjJ--1); ~ )З1'Р 

Cr: сюда , т а к как 

л от j_1 

.t а -.о 

Т:олучен:ноо ::~р:>тивореч ие nоказывает, ЧТ') 

ю,f с;;; ~f {) ~t n ft-1.1 ~p(fi-! ;~ дt (ft- J ) 5. 

:..на::~r-~1~~:) <;б Р1' ~ QJ Р n 2:J 1 11 l f. 1 1 t р ( 1"-1 ) > А -r ч~ -1 > J . 
Спсю~г s cs~ ... :y (2.6. 4) 2)'fp=Q)p<J :::Q}f bt[;f t1 {f-1 1 [~, lf-J)> '1(~-1 JJ. 



Получас:м, что ""~Н\ каi< napG ( f~ fl 

выnолнено прн с{~ Jo и Б) при 

выбрана nр:>извольно, то А) 

J- Jo -f i . 

и ~«fp не пересе~аютсл (слоЕа 

р q" и jp н~ обра - ~rю~ допустимой nсры) . Оrсю~а, таR 

как лр lf< - tl > h.,_ff'.-ll при fl-1&~p~ -= ~1Р., и 

v!J.f t nересекае'!·ся с А,( ty , а .А,( ;р А, 

ТО tP•f f}/- J ) ~ ~fpl,P - L) . Пра уы\...НЬ!.:.IG.НИИ р 1 гомоr-.лини-

q, P расщепляется Е~Енуtрь, значит 

в области , огран.нч~..нной ."r!иt-:;f:v~н n6ЮiЗИ 

Ji '1 р ес""'ь 7uч:,а, отвечахщ~ .:; су.це ст вованию t:,иклс тн:iа { 1 f j . 

ГрDНИщ1r.~н об.::аст н сущее': вовгния !~И кл а типа i lf Р ~ с.'!:,::.:ат линии 

"'yщec-r no~ апи:: г лю~лнн~~чсс.ю1х траектJрий .... oп~·corи:t.:l.:r;-: типов, палу-

ЧСН:hЪIХ l:з ., .. ~. .... ·,чес"~-·о~ 
~.., .. •.г ... ., .. '" ... •• салу 

пункта С, Л G~~.Н::! ~ . I.I TtH\i~ Tr~;iO E два : ~~pj И fpf) , зна-

~1tТ вс:од.у в ~6;:а~и м~:~· :./{;(ff и А<, 'У суцест ~:,·ео:: цикл 

тиnа i'Y р j , что ,L.оказъ:шает yr uер:-:\,:,ение Г) для t/:::: rlo 
Lуrть Q 

3 
( Р 1

1 
f' 1J J ~' 0 4 { ;А - ;/ }lt'() - со~едr-:ис точки 

п€ресечениs JA.J.p и ~ -JP , такие, что А 1р lf-J..) > tP Cf-• .J 
( 

3 ч (' , 
при fJ ·L ~ f i / j{-tl . Jоскольку -ltp (?--t.) > lt'IJ;<-J.J ::р!1 

P--t б E) r 'Y -= 2)~р , JAp и .).J.P'Y не перссакаются ~ и htcy 
nересекается с JJp1 , то -~ fP (f--t) '> ·~р t!{-l-) > l.P4- t;<-1) 

при f< ~ Е {fi-l 
1 

?--~) . О: сюда в силу Г) r:p;i всех 

j)1 Е (J.p{ji-l\,Jrf(/l.t))cjцecтвyeт ЦИУ.Л ТИШ.l ff . 1\ро:ме того , пр~ 
!J1 / Д , lf-·t) J5ЛJ!эif v'J, существует ~икл 'ТИпа р 
Заметим , Ч'!'О .:.o::y~1~!Je слово, получаемо с Ц!1У.:'~ческой ~ере стан.:=-

хой CVJAБOЛJ :; ;: зР, У.~ о6ргзувт пи с~ ни с ff допус~~.юй na::.~:.·, 

знаuят в ра~ :::!' .: :-?-·~=~еt.юй об;:ас-=п нет гомоклщ..s.;!чесi\~Х тргекто~-in 

р 
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сущес"Г вует 

. Анадог~~-=:..ые yr вср;r..,.ч.еrшя Dсрны н для IJapы 

от куда --::е .:уr:;т ут 130 p-ж,J,e r.• 1е 'З) nри d. = clo f 1 

• Тl.:':: учае1.~ , что длл .3;;:t":< донустимьrх пар сiJравсдлиnы ут-

любпi! 

нос·ги :- ::-ч ~: .~ (о 0/ 
/ 

6e c ~,-.-- - - ,н'l.rx c r.o g .... .. ..." ;-. ._- ...... ! ._. \._ .. ...1 

L1' ·~ '" • .,- /'> "" 
А UI J.,.~- V J1 

r Jno6o.И С)r~рсст-

Т8КК(', Ч'ГО 

м.:иствите.-:~но ' рассмотрим гюследоnа':.'сльность 

J ) 
, __. 

до пуст ; ~,1~:< пар ( р Q J 'I' Ы\;1х , что либо '1 1 f;~ ~ :: о 

(p'1 f-i , Cf-..~!J~ {f'1 Cf ~, / tf,,..) • ю~бо (pt1 1't , Cf><.,{ ) :::. (р .. 1 tfн.Рн) 

:з.л.r Jfi.)G~ГJ vt { •. :t~Ч Prt о~:~ &·;4f q~ о~ ry. R с и.л у А ) и Б) , :в !Вр.,. 
f\ ~"""" 11 ~~>"" 

d vz ~ 9.) Р.~ 11 ~~"~ n { f. i ) 4,." Zi-ft) > ~ ~., (j(t l } 

lНtИ Дё?С :': TЭlU31i С'!ЯSНЭ1i !" С}-Ш ОН. ента э(."_ , ЧТО ci. ~" .-i С ..Jп *JЭ 

-A~·tt B J. ."41(., t С~ 11. • r. сю,:J.& существубт 
...,..... 

;л; t: А~~ :) р., • I3ыберси - качестве /J._ ; любую прсдельн;ую 

точку .-:..r:я t ~ Р .. ( ;-</ ) ~ ~: ~ . Il~ Сi·~о~1ьку ) l {f1; J ~'" f;t/) )= 

' ':'0 +~- 1 i 'fAt.. 1 j;_Ри Clf.t~)) :: f · 
Поско::ь.r::· непе~1:одично нн с квкого r.:еста, то срDв-

ненис с 5v .... мо~ностffi~И , раз.;~:пенными лем.r..юй 2. 3.3 показьшаст,что 

• Теорема доказана . 



" 
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Глава 3. БИФУРI<АЦ\ iИ НЕУСIО,-.ЧИЬОГО КОНI'УРА 

ТИПА "БАБОС.:-:.А" 

Рассмотрим двупарrщетрическое семс>йство С 3 
- гла.:.··щих ди-

нами~ескиv. систем Х /"А- на ( ci s. t а т. ) - мерном гла.цком мно-
г~юбразии, гла.пко эависшцих от f'. == (f1., /{. 1 ) • Будем преrщола-

гать, что х~ имеет седловое состояние равновесия о 

причем собственные числа /\(ff/ , 6 (f') системы , линеариэованной 
J 

в тоЧ!\е О , удовлетворяют соот~)Шениям ~ ~,· (j.J.J ~ ~ i. fj-<) < 0< 

< 3"'i (jA-J < ~ ~- (f4.} f2! ,·s о1: 2! 5 fo "1 и .At 'f<J-1~ ft4) >О • Предnо-
~ J tl 

ло·~и~оt, что Wo и 'W0 nepeceYGJ:)TCЯ по двум r·омокл:иническим 

к о траС::l\ТОриям - ГJ. и r.! . Будем лрс,n.полагать t что ri 
и f?1 не леir;ат в неве.лущих nодмг.оrообrазиях многообразий 'W ~ и 
,.,~ t 
vv () ~~ касаются друг друга nри - "" (>.о • Предnоложим так·!\е , что 

сеnаратрисные величиНhl Ai и A.r отличны от нуJlя. Введем так-
r.- r.- Г7 

:~е в рассмотрение величины 'Jl t. ~ - )L_ 1 такие, Ч'ГО t ~ выхо -

дит ;{3 О в сторону J( И > D . Будем считать, что .А!== 1 
Буде3.! предполагать, что семейство Xr трансверсаль:но к пленке 

ко размерности два, выделенной выmе::еречисленными услови.qми, и что 

при f; =О Х,_, инее т гомокливичsскую к О траекто;ию, гомо-
тоnную ~ в малой окрестности v контура ri () r_J и о 

Зададим на множестве 6есконеt::-:отх 'Вправо nоследовательностей 

сю.пю;:ов алrравита t -I ' о' I 1 С.ТНОШЕ3НИе порядка > по лра-
{ 

+- +~ 
виЛJ·: р = о. 7. >- fJJ =- [о __ l. тогда и только тог,:.а, когда r ' }, -о ." r. J \:.о 

для ~екоторого ~ (fj А;. ) ( р. - q,.J) > О и р,· = (J.,· д;rn всех , -о J r 
i ~ ) . )J)lя nроизвольной бесконе:..:-юй вnраво ПОСJ1едовательности 

+-" 
-1 = / ~~ 1;=о , бесконечну:о вправо (а воэмо~ю и в обе стороны) 

nос1:едовательность р-= Ер; f г..а.зовем -1 - допустю.tой , сели 

для .~ого J в'" .. полнено слецтщ:е тр~бо вание: E"CJLИ Р;: О , то 



pj :: ~о :: :1 

, ес.:пr 

' g ~и 

f) -: -1 о :: - i 
'j[_l :: -i 

, то п~н 1l_:1 = 1 

! Р~ ~/ ~ ~ ~ •• Посл~-оnательность назовем сс-.. :..r.:}допустимой , 

ес..1и она ~ - доnус~има. . Для nроиз:sольной са.мо)·ог.ус~ш.ю, после-

девательности ;..с..ссмотрим нидiL1Г-систему k'~ ( 1) . это 

~~но~ество, кorro ое со.:.ер,.:ит все пос.::-=довательности f 
волов I и (-1) такие. что либо бесконечна в обе сто:.аны и 

~ --:,оnустима, либо ~ 6есконе~-н& мево и --1 - _опусо;·има 

noc;;t rю вuтеilьность (р ~) , либо f - nустая по~л~~ователь-

ность, либо , если не содеl '\;Ш'Г r--улей и неnериодп-..:нэ , то 

- ; .А -.1 
р - .) о . ...) 1. . . . - '.) ' л.)...: .... z.-v J сели , где нонеч-nа и 

р= су . :.~ щ:~-полагаем, uто э.rz ~.юн:-:· по-

.з[J.ну-- о ваны 'I'ai<, что с6nз:::.. ельно 

nолуч,..._~fН"'''' -....... чг ''3 тт- ..... ,г!:\ С'"'ВИГ0' 1 ''' ..,, ~ J •·· ... ~_ .r ~ ,..., •· ' c;."1fT8IOTCH pa~ЛИЧH!JI'Jj~ . 

;:,.л. н п~·оизвс ... ьг.: :--о ~.шо .~ества Е , состоящего из н ::o-:>OI ых 

nсс.1еrюра·гельностr.~. :-;щволов I и ( - :) \в частности, ~--:я ~(., (":;) ) 

р Е Е 
...... 

опреаели~.~ r.~но·~·есню р длq nrоизвол ьноf не:-:.·стой 

бPcкotit:~l-r.-•"( r.ос:;едсЕ~тел ьностей : ее.- и р 6есконе"G::ы з обе 

сто.оны , то р со~-оит только из р , если р ·:::ючна 

впраВО I"ЛИ ЕЛ€ ВО , Т: состоиоr из всевозмо·.:rнн'( г .)0.'1S -ова-

ТеЛЬНОСТРЙ , RОТОрне :JOлyt:a!OTCH ИЗ f приnисыв"ние~ ссо-rветст-

В"'ННО спрnва и.::и c:rs:a п:--о:tзвольнъ .. """': конечных влено и.::;i sr:~ е. во 

r.оследовР.тельностsй .1~з 8. ( nрипr.~ываниР. повторяет~:- .:-о тех 

rюр, nока не nоi'УЧИ': :::i 6есsонечна..;:: з обе стО}'ОНЫ по с.: е п,о;: тель­

ность , при этом не с~.;::зате-JiЫ-10 прУ.:-J'сывэть одну и ту тг г- с.1едо-

ватель~-:ость нз Е ) . ·~а ·е~ стать~ . • что в Е 

Еnраво и.r:и влево пое;:~дова:-е.r;,ьносте~ . Ь этом с.лучне :..":t? ·онечной 
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соотвс!'ственно влево или вnраво р ~ f! р L'Остоит из единств~н-

ной лос.,:.еч.овательностн, получеh~О~ приnисыванi~ем к f бес ко-

нсчно~ r:осле.п,овательности нулt-; ~ева или сnр~ва соотв'3'I'ственно . 

Ь::=едем тоnологи:о на К.., (1) будем считать 
.. 

6лv.зюш.и, е ел;~ ю1ка.я-~t-~6о nосле :.овательнос'l'Ь ;~з близка в 

• Пустая обычно~! смысле какой-.ли6о после;:овятельности ~~з 

nоследо::.атслыюсть изоl!v,рована. Зададим на L<"' ( 1) ото6рв-..·~нv.е 

CДDV. Геi r 1-+ у/ : если ( l.cj ! о {;- 1 ~ о ' 
. 

ВОЗ!Ю~..НО, ЧТО 'о -:: - с:.- или 
. 

l i .,. + .- ) , '!:'О при i 1 ~ О 
, , : ':.iJ ~ i 

f -= [ r;>~ = Р• н J.- . ' а. nри 
·~ l6-j 

' fJ - пуста.s nос.чедователы~ость . 

На nустей nос:1е;t.оnателыюсти сд-аиг нео.\НОзна~-:::н - е~ образЭJI.И 

СЛУ"'"&Т .ЩО6L.;е ПОСJ1еДОЕаТеЛЬНОСТИ ИЗ 1(1-\ ( 1) С t'o r == 0 
П'сг~ S! ... - ~мo:~P(IfcJt;/.'i;(TOP.n:f X,.._..~{'fiW vо.ц lfR)I-4~"} 1 ~ V;._ 

·=:соремя. :; .r . На г:.:~осr<ости r:в.рометгов ( f~j. = - l <J А1 j'.1. 

JA -11 ::: -~T-1 A-.tf·J) ле·~ат t-:!=i~БЫС ,)(+ и./(-- :jA,' =J~.!.f.?'-:- ) 

( { (Е 
1 
t i.,-JJ) 

' 
I'де ·1/ оц;еделены nри E~t:X 

1 

fl-,- "> о 

nричем j: -=:-о>, ];- l1 при fl--t· ~о 1/" СТ[.С'МЯТСЯ к r.yл-=J ... t 
вмес':'~ со своюr.11 I<онстантами ди::шица . }jсюду _ области )А~ с О 

л~ -:: i о ~ .. при ;~: ~)А-~ ';; о л~ := l r1. . r. i) о J 
' 

' 
1 

f<-t. <. о ' при ~·~ О ~ состоит 

траектории, гомо':'опной f7 
i!З 0 И ГОМОКШ1rШ­

-= V , при j<,' >о , 
, I 

IJ. ~ . . 
/·-1.. d-L , сs..::лово:--о ЩJе,п.ельного i2,. СОСТО~!Т ИЗ 0 
цикла., :-'омотоr:но го Г: , и гет~;юклинической "!.'раектории, UJ -

преде.r:.ь~о~ к О и ci- пре-:.а.льной к цик..'!;; ; при f4( > J'"t;-<.:J 
f-';_ / J -~ lp:.') _Q ,ц состо1~ из rиnер6о.-.:i1'Ческого мно);(ествг, 
nоток !-:а KOTOJ.'OM Эf<ВИЕа..1ентен надстройке над схемой БP-f.H,YJLТIИ из 

ДВу-'.( C if'.rnOЛOE , ТОЧКИ о И Т';г..€К'ГОрИЙ, !.J - nредельных к О 

и о<'- =;:едс.л.ьг:ь;х к траекториям из гиnербола~гского м:но···ества ; 

nри f ~' '> О J ~~<~ f~:' ~ ~р - 1 
()• { f -,· ) ограничение Х,цlд"" 
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топоJЮГИtiески ЗI<В11аалентно надстройке над Кл r 1~} со ВJ<леенным 

на мr.:сте n~rcтoii nоследовательности состоmнtем ргвновссиR , где '1.1" 

при юр·цом ~нксированном !А -;· при изменении f( от j( .. 1;-.~)до 
Jf ~-/) пробсг().еТ , монотонно изменяясь, nce самодоnустимые 
значения , нnчина.ющиеся с t Значсниm.t 1,...::: Cf О (>oG> О'l'Бечают 

сеt<тора1{р rраницсшrые двумя неnересеi<ающимисн липшицевыми r<р~вы-

ми. Значения ~}-4:: q,., не соде! жащие нулей, являютел 6иiуркаци-

ОШIЫМИ, им отвечают лиnшицевы l<~И БЫf ..Д 9-- . 

,L,ог:аэа'l'ельс•l'ВО. Из (1 . 2.~8),(1.2 . ~)очевидно, что существуют 

тtщи Лf > i , 0 < J ~ 1 ,О< Е <: 11м.'11 ( ~ 1. -YJ , что v-

1 ичt-~ /U 1 i - ~ /1 t)(pv ФIAIJ(( <. 1 Ul Jt f 11 ~ ф {/ ~ /Ц I Е 
'?LI ') 9~ - 1 ' '(){.{ 

ll r,)~cr /1\ ?<Pu\ f / ИI;>+l (/';)фfl(~~~~-l~AI 11 '()(Ф~_4'1(1~#' (З.I) 
"Jt!ff wl о ц , rqц ~"' ) ?(?, if J 

j 1 

'ts -- 1 ;.. (Н<:srюмНИ\'1, что здесь « и коорди:>-iаты .tt:: нет) . Обоз на-

чим 

(3 .2) 

ГД<' д UГ]JaRHUИBaeт об.IаСТЬ ОПГедеJiе'ННЛ O'Г06pa···eнv~T~·o~.f;·IH}l, 

РР.ссмот~ им мгю·.~tес'l'ВО 1. + nоверхностей 1 т видv { ti=-h:rw),1f-~:(' 
где ( ft: ~;) определена nри всех W :f) и имеет ~юнстантой 

}L+ r+ 1/.- , .i {е ili)) е U~)) 
Лиш,ица 1 • Оnре,тт,елю..t на .о<. расстоm;иР O'tt- yl 

0 4-fL} 0 +{.l) ( h Hl.) ~ •Г::J j ) 
:: -1lЧ~ rno:.x(\\-nu (W)-f'lu (kl)/\, 1 v lwJ- v 1 . Для•го-

w i 
чек D i , Р2 на f опре!l,елим расстот-те J, si tP1, Р.:) ::: 11 w~- wj 1\ • 

Рассмотрим ~·но'i{ества ; J({\ L ) ~ {PCtA,u;kl): 111F-~;twJI1~6/I~A-~:twJI/~ 

j + ( f т).) ~v~ ( f: L) n { и/ R: (WJ}' J-(f i L) ::JI( f,~ L)П{IA.t: А: (v.~j Нвсде'.~ на 
( t-

A. О'ГНОШеНИЯ Ч8СТИЧНОГО Ttu1 ЩЩа "nыше " И "НИ 'е>": будем 

~ 1 ~с·::>дi tш·-е мъ1 бу:~ем считать, что li 'rJ 11~-[ \ U 1 f l , /1 V/1 ~ "U: 
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выше 

1) -#(.l/ /} • fJ) 

'( ниw:е с , 
,~l.l) 

и 

~~.::и, t +t..tc) •. '-(" •r~'L~J) 
что •го ..,ю сзмое, если :f (. , 

Рассмотрим МНО):{IЗство повер'<ностей .f- вида 

f z,= ~~('\Г)" W=- h~(u}j , Г ~е ( ~и- , Д ; } - ~ункции, оnределен-

н:·t:) nри Rce··: 7f и Ю!.ающае конста.нтоi1 ]иn!Ilица L ~ • Опреr,ели .1 

для произвольнога ~-€ .(- ~,&!O~t ства '5I( (е~ L) { PClA., v;w) .flw- й~ (V)/j 

~L IIИ- A(.l-(v"J/1 I.. s{(e~ L )::(j{(e~LJfl1и>~ц-(IГ)~)VJ-(f~L)-=vf(c,-I..J!)jц<й:rи 
Нведем ER. J.. - ОТНО !еНИR ЧRС'Гl't~О ГО rO:tPДKfl 11'ПЫШе 11 И 11НН ·.е": 

0 -,LJ IJ-(.l.) -а.; ~oJ 
буде!>~ ГОВО}.-ИТЬ, Ч'l'О {. Вbl:!!Q ( ( t НИ ·е f ) , 

/)-(/.} .. ( -IJ.) _J е·(2) _ -(LI _1 ес.ли < С .А (! , L,_ и 1 что то ve самое 1 С d ({J , L~. Длн 

тоuе~ Р L , Р 2 на. t - оrтределим ~у/ ( Р .1, Р'1) == 11 v; · lГ1. 11 • 
L -to е- o.J r -

~ля , "J нз ""' ощ е,.lелv.м ~ункuию (это не 1 <lестошню) 
dyf ( c-IJ.~ С -U) =- i,vj 1/ (, lj( U)- hu-t.l){lf)f/ . 

r 

t ' r • ;: - r-
Расс~ют~ V.M "9• ПI ОИЗВОЛ!:НiJоi.:> ПОВ(l rностн ~ -". и .{ ~...\. . 

Пусть { r /J {- .fr. Оче:ч·rtно, ч·rо tt() J(C-) ~Jrfl'и .f ~/)) (( f, Q 1.е[ 
Пrн этом . так как L~ L; ~ 1 ~то либо e+t1At(t:L;J1й, e~n~4-(f) .. ~ 

- YJ t-fl ~ -~ f ~ L; ) 1: е·, t -!) ,J t-(е: L; J :: е .ч ибо 

Дt;}.'J.4a 3 . I. Рассмот~н1! глэ.,rщую поверхность 

W= hru.if.~J 
Тогда J.) 

, г-е 
-
~ ::: т: ( ,(. /) " - L ( П)) -

вида А 

С l( v-; и 11 {ц, zr; f-()11~ L ~ 

есть nоверхl-!ость з;н:а W = Й.: ... ll, Fl, р.) , I"де -tt. 
- - r.- А ( - .., · ()(.с - ) о Оi1.Рделена при всех t Zl, .. - J !Э.?:r.t:, что 'Jt, t и- и u;p.J ';>... 

ДJ:Fi 1JQ из (1 . 2 . 2Ь),и ltr.,-,_~i- /\ f L~ ; 
tt, -.ttJ • 
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то . 
' 

nри ка 7,'l,OM Тl,iJIIf!OM ft 

1 о<'' ~-tJ.J /1 ~К"Х-<Р lftc: 11_ 
( Ч, IJ) - + - Л • -
Лс мма. J . 2 . РассмотрiА!1.1 ''ЛqJr<:yю ПО Р( рхнос·гь t : ( I.A == h ц ( w,/-'J, 

- ;-t - ) ( [1 "Ji" +; 
?J;;.Yr"d' { W, ;<!_ _ , rn.e f-7... , /1 tf оnредслr·на П1JИ ncex 

Jl 'd ( ~: , ~ ~ ) 11 < L 1 11 ? r J,: , ~; ) 11 { ~ -+ 
.. 'd w ... 1 , 1> ft 1 

WJ 

а ) ,..лq того, чтобы nри некотором fЛ сущ~ствовал Пi ообrJаз 

т,- 1 
( [ t" /) -~ { П)} :: f..-+ 

1 
Hf 0 6 '<0 r:J, ИMO И ПОСТаТОЧНО, ЧТО6Ы ПрИ лан-

НОМ fA лv6о ё t !l {t~ i: [} , либо в с:1учге 7ii.. Ас. > О {
1 

о -+ о 

б~!ЛЭ вL .. .ie (,м , а в случае 'Jti А ~· ~ О с 6Lша юп.е (./-- • <Е: 

При этом е/ имеt"!' ШЩ (u = ~t:i (W ,fA )' '7Г: Ra ;, ( И/) )А)) ' Г!J,С 
';} ( ~ 1 ~.,. ) ... 

Г.J ' И все"< W и 11 ~~ ~ v, 11 ~ ~i , ( J :; , .f. ;(. } олгедслена 

/1 IJ(A: , , ~ :(. 1 Н ~ L; . 
'd~ 

6 ,L.,ЛЯ любь:-v Р 1 из 

( ·~ ,, ) 
v o J 

в) Если - д,ве поВF~рхности указанного вида , 

то при любом f' 

d,S,( ( t/ '0 .fz ·ttl.)) ~ К dt-vf ( {.,и~ f + (1,)) 
) 

(3 . 1) 

г ) Есл11 nри HCJ<OTOpOM f 
.е- +l1.) 

DЫШе 
t• ( J) 

' ТО Лl И 

AL 7 о ( +(J.) 1 f ( J.) 4z tO t. J U) 
Ьi::Je 

с ' 
а nри i Н1!-

:е 
(( -+ tf) • 

л " 3 et.-uлa ...:. • • Пусть И пусть Б C .. iiyt<:~e 

• О 1 - /
0 

- ( S r-ЧС.ЕИДНО , uто Г:} ;• ~остаточ-но боль .ом I...J. -с,~ = 1:~ ~' I)П}Et~o. . 
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Тогда 

и 

и 
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, г. ? случае 

а ) /; - = Ti ( f - !) Ti - 1 
( Г1) ) t I:. -

6 ) длн Р 1 и Р 2 из е -J) т~-1 r п J 

d·x,f ( Р i) P2.J ~ К ~ks-i {Т;_ Р1 ~ ~· Р~) 

е
-{ LJ 

~оказа'l'ельс'I'ВС эп~х лемм · 

нес е н ь1 в прило'КенвЕ: . 

(3. Ь) 

выше 
е - ( i) 

(З.?) 

вн-

Из леммы 3. I . ста:.;;:артным образом Г i Ч] слР Гf..YF;'l', что любая: 

ТОЧКА на П , -гра~~===-~рня которой не пою1дает V при i ~ -о-
и отделена. от О , имеет неустойчивое многообразие В11АВ 
W= ~ ( ц 71) , где ~ - функция с константой Липшица L; 

J 

Из лемны 3 .2 вытеi{ает , что любая точка на П , траектория хо-

торой не nокицает V nри t _" +- _" имеет ус'I·окчивое мно rооб-
ра.зие вида ( U, V) = Д ( W) , г;:;,е ~ - определенная при 
всех \V iJr:iкцv.~ с константой Липшица L... ~ . Таким образом, 
любое отделенное от о замкнуто~ инвариантное nодмно·ксство 

мно-..:ествn __ {2 JJo 

Бо:зьмем nрои:зволы~-,ю тot.ncy Р Е П 11 Л .,и • Расс}.~отрим поелс-

доват:::r~ность точек Р._ пересечения с П трn.еitторщ , про-

vодяще~ чегез • ~ел и Р <l: W}. V W; , то nос..'iедоза-
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тельность р 
(. 

бесконечна в р w ч 
o6G с·гогоны t eCJrи t: ~ , то 

она конечна влево , А если Р ..:::. w; - конеч-ла вправо . НаэоЕем 

кодирош(ой Code ( Р) nосле\ОЕательность символов с" ( Р) ~ {-~ 1} 

тАt<~гс t что Р< = ~ ( PL--1) (t::слн () . - кrаИняя слева то·.-
' '" 

J<д в nос.леn,овательности, то ~-. ~ ~; ~ ij~"' ( wL 1) П) , где 
j 6 f -1 , 1 i , и тогд:з. поло--:нм с . ~ .} ) . Faccмo•rpl~M мно-

." 
·~еС'Г!Ю Gd.e_ ( лf4- ) ' СОС'ГОЯ!'\С~ из всех nос::едоватr;льносте~ 

CvJt. ( fJ) н пуе:то~ после .. т;оЕателыюсти. Згд,г.дш.~ на ~ ( .J~) 

отобра?r.енне сдnига н вве."t? •.• топологию - 'Гffl< 'lo!:e , t<ак это было 

сr~елг_~-ю :чт оn.: ~е,!:.елении U'~ t . -) ) • Очевидно , что ото611а~:ение 
р )---+ {-O',l;; ( р) не11рерывно . 

Г:е>:J.ш 3 А . Ограничен~~~ Х'".ц } .!l,... тоnог-..оrически зквш"РJ!ент-

но н?...,:.ст~ оV.ко с вк;:еснi-н;м состоянием рав1ювесня ~ад отоб1~ ~енисм 

сды~га на [<Jck_ (Л~) (! эвновссие в~.r.еиvастся на месте пустой 
ПОС ... lе1J,ОЕВ':"еЛЫЮС'!'И) . 

iiO ПОС'!'рОе-

нию, в n 
,1 р i 

что р ~::: 
с ' 

. Рассмо'Iрим 

поос'?1Jанства .. -
- ' . Б силу леммы 3 .2 отобра~еr!ие Т(; -ходящir< чеr:еэ 

nере:у~;:.ит 
J. +(j) 

~ в 
J..-1_{:!..) И (' ~ (1.) Г r(2) . ~.. в с--_:. 1 и явл~ется С"-:У.-

мающим Е а. этих про стра.нс тв.::_~ . Отсюда. в сил;.r .1ем1r о неnодв.1r.::ной 

, П}:О-

т. r ... r !/ ~..:!, 

что с. !. .• .: {. ' 
• • - . l 
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т e.-~fl.) :::: e.+(J...) 

С.: ' - 1 ' 

_} . ./ ( Р ft"l.J # -t( J/) - ~-- J. ( 0.·-fl~J r,."" rJ)) ? a,·Yf. <о ; r() Jи поскольку а(. У1 <"_ " (, ограничено, 

-t ( 2.) // -ltJ.J е . .,, 2/_ .1? ~ ({) 
то ОТСЮДА. е., ~(о ' и ' - (~ • Отсюр,а в силу (3.3) 

L 2 i 1 •. .J ( р t р_ 1} d:d (Р, Р J ~ t<' v<<-YL -,· , -; • Устремляя в этом негавенстве ' 

р i;: {) }. 6 r.• к t о"' , получаем r , что и тr е овалось . ~ели r~e 

с 6 р -i L kl и и р 2 / w ц ' ПlJ''l содегкит нули' то тогда ли о <;;" с:- r 
(-.....:> 

ЭТОМ Code ( р !) ::: ~cfR._ { Р 1 } ~ f {.· );_ i"c ( {~ ~ О , (.: "1- О ) , Лl16О Р -i ~ W S , 

Р 2 ~ W .$ , Щ:И Э'l'ОМ Covf.e ( (J f) =: G,v&: ( р 1) :;. { С L 1.-: :~ ( {~ ~ <?_, (.; ::ttJj 

Рассмотрим n~рвr.1й случай (во в то гон случае показательство анало­

гично) . По ло~троению, существуют послР rt,оnательностt1 точек PJ. 1. 

(),.1. р 1 r 1'1 l р 2 Т: 'Р.' _ · Р. t Р.- 2 и f', : i = ' с: У,·. J , ~ = с: ' 1 ( t ? t" ,.. 1 ) , n~ и чем с: и . 
-- о 

ле·{аТ на ЛОР.СГ'{НОСТИ /с~ fc.-.
1
• .. ТС,~. 1 <:f' . ~Т8 ПОБеГ>:НОСТЬ В силу ЛР.ММЫ 

3 .3 П}НfНЭ,r,лр· .. ит j_- (П()СКОЛЬКJ' fo:: lc (W~ fiП)~.I:..-), отку,r,а 
' , /А- ~ .о lд<. 

F силу (3 . 5) dt·yt (fJ., Р 2) ~К l dt'ryf-t~.l Р/). УстгемляР. в этом не-

га Вf'НС'ГВе ( IC ..,_r:>t> , получге•,i р 5. ~ р 2 

Из дока.зЕ!нного следу(>Т, во-первых, взаи"J>..1:ноотrнозначность 

отобга·{еНИЯ р ~ Сос)( (Р} , ВО-ВТОJЫХ, \a:'y"C'I,OJ.l"_OBOC'l'b t1НО''\8-

СТВ8 Cacie. (.Jl?} . Та.ким образом, ото6г~пение Р н Cod.t ( Р) яв­

ляется гомеомор~измом. Очевид:ю , что этот гоt!еомор~изн переводит 
' 

траектории в траектории, отку~а следует утвер·~у'l,ение лel.rJ.Ш. 

Из лемt1Ы 3. 4 следует, что f!,ЛЯ доl<азательства тeorje}.'iЫ н;'Г'\НО 

установить w·Ю"~Rство Cov-4. ( 12? J для всех f! . По-
У.<а·"<ем ПредварИТ('ЛЬНО, ЧТО ,l,ЛЯ Л~бОЙ трае!\ТО!JИИ ИЗ _QI" ЦЛ.П 

любо~ точки легсс~.:-.чегшя этой траектории с п коо1·дината U 

уr,овлt:;творяг-rr условию 1 ц 1 ~ д LfA-) -=- //~ 11 • }..;~V.ствитсльно, 

пусть нспш·. . ... я траеi\'Гория из 4 пе1 есею1ет П в не которой 

точкг Ро ( UQ, Wo, ifo) • Существует бесконечная БПI а во последо-

ва'l'сльность ТО<РХ р~ ( и~ 1 w, 1 ?fi) 'r'ai\C:...-1' что ~т! ::- Tcif~ Р,· 
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.1~ лемме 3 .3, если провести через Р0 rюверхность fo-: (ц:: u(J 
) 

Vl= Wo J , то через точки Pi проfiдут nоверхности ~-- ::((U ,и-)::: 

~ { .-(lf)) Ei ~ TBJ<I~e' что ~--tj :: ~. ( fi- f) rc.- ~ ( пJ). l{я:r\'J,OЙ точке ~t tlj ··1 

Pt· моwно поставить в соответствие ве.-:~iчину д;. ::- 1 ~ :~- {о) 1 
"" Д l- А 

Построим· nовс~хнос~·и f:-: ( W:: ~i <v) J 'И-= .;.k_.ltГ)- .ft~.(oJ) • Очеm1~~но, 
~ _/ {~'- r"--J IJ- !)w 5 т. ~-t --! ~ о{.· -::: ctt'И {с: i. и {; /Р_ i: .@' • По сколь к" с.. ( '{ • 11 lr (П) ::-

" VV'I: J <+! "'1•t 

= fc (W,~ (IП) ~ -fc~ , ТО В СИлу (3 . С) dt's-( ( (_L:-_i ~: )~ 4; Jt·Jf( f.-- f.· }= 1~: 
· · 1 {1.1(. ,,j 1 tJ.l '\. ' '\ 

Но. очевидно, что д; ... 1 -= l д~,<• J ( & ) 1 ~ ( ~:,·+/о) -1\ .. j 1 - 1/ ,м 11 ~ 
.1 ~ 

~ dr;t ( ~-~i J ec~,J )- }IJA(I (см . (I . 2 . 3C) ), откуда S,·н ~ ;; -11~11 . 

. Отсюда CЛE;.IJYCT, что ес.:;_1~ 11/-( 1/ ~ (Ji , то 

д. ~ ос. t .'/ - i) > Jt. > 11 ~ 11 i f! "' t ' , ЧТО ПГИВ.:;_;:;,ет К неогr:анw.rеННО'.~ 

росту У~ при ,- ~ ~е>-0 , что неЕс-змоRНо . Т ан: им образом, 

по ;r,акАзанноы.у "t :::_ 11~ {/ в (3. I) , (3 . ..: ) . (i{!.юме того, nосколь-
(I " .... ) (1" ') у -i(Г1) :t·Jll~/ЦI trt, то и \~/Jи"'. ку В СИЛУ • ~ • ,:, , • ~ • Ч ДЛЯ Q ~ -n. 

Отсюда и из единственности траекторю·~ с данной кодировко:l 

слс-:ует, что ~и ?~ () л;--<=- { ~1 r:l, о 1 !ока-

В 06J"':F..CTИ 
r:- Arj!L "?0, 

".._ 

A.l f<. L ';> 0 -.rем , что )tt /t-1 ~rno·'\eCTБO 

ЛfА-:: { О 1 . f'",ействительно , npeдnc:-;oi'\ИM, что это не тг..к. 
Тоггт,а существует Ро (И. о, ?Го 1 Wo) <::5 91" n п . Рассмотрим ПОЛУТ1-а-

г...О 

е к торию { Р~ (и~. а::, wi } l t:. ф точки Ра Pi = Те. t. Pt -1 

Проведем через Ро поверхность .f.o : .[и~ Иo , 1f;_t.f}. !() f i.- , сле-
,Jовя.тельно об;.с..зы 1(; ::: TcL ( f..__ 1 !) Тс~ 1 (ПJ) 'l'O"<e принадле~ат f- . 

Рассмотрим дл:=: ка'\~Оf: .f.~: {w- ~wi(if} 
1 
hц: (IГ}) поверхность 

'V r r л -
/: {w:..-ltw.(:;-}} lл~s-,ц.(IГ/-h~~..(o>} . Очеви-.:ю, что ~~q~ ", .. {0/'=/{с , 

" (. .. с ..._ о ..,.. r..tl 

тщс что, ес...rш Ас ? О , то /..~ в~~пе ~ , D ~cJJи 
~.J ..._ 

' '::'0 .f/. ни·-:е ( ....... . ~Jтсn:~э в силу (З .б) , если 

<о ' Hlfr!(;e • а если 

• Отсюд:J, nоско:. ь ::;.· 
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f (0/ (1 ') > _:_ ),:'>f(l ,l> <. > k'I16~Jfl. Повторяя ссы.1ху ча пункт 2) леммы 3 . 3 
к JA '~'~ ~ . ( '1 . f 

Л011'•\•И'' ЧТО {ts"f( f .и'·л ( .,) ) > -:7"· c{.:'JI(tw1 f.'11 что ОЧеВИ',НО 
• ,J • • ' / ..... 1'" ; • к. . ;w-,. и ~ 

ненозможно. Получt:.нное nротиво;: uне :-оказывает , Ч'l'О 1 ю f<<;t> 1 ~ 

L :>е 1 6 fl-1, f , nгичем 

ю~.;ана . 

n .. ·~ 
~ . Лezn.•a до-

РассмотtJИl/ 1•еперь облает .., :Л~. 4t/' 1 .с О , lp. l 1 ~ -УС1 А 1. ~, 

( ~)CTr-1B!l.!8 "t а 06ЮiC'l'b ПЛОСJ\Ос~ТН nараметров с;1Ы?I.еТ}JИЧН&. JA~CL'M8.Tj)ИED.c -

моi.) . Заие'I'ИМ ' 130-ПelJBI ~г. ' что в с.• yuae у~ А L > о w~ j} п Ш'. ... t 
~() 

с 1. , н 11 с J:J. u;э.G 2.1 А1 • О - н' о:. , r;оэтому в силу Л?'ll81 З . :: . 
/)+ т-!/ ) ) r+ 

су!~~естЕуf:: 0"6. ~з i. • 1 = 1 t w l--'- Л П ~ л . Л и этом, nо-

скольку ~vc~'" ;) п = т1- ! ({и; о).,~ -1' t.lб,...,) ~ то из <з . . > dt"YI t .е_:, w L ) :; 
1:_ ~ ' )1. 1 \ < ~~ ( j IlocitUЛbi1'Y С. 1с не nеJ...есекаr•тся с Ol{ Q-

с·гtюстью ,~,..~) 1а 1~11 r.11югоо6.азнq \.(/~'<- , 'lo t._+"1 ле"-ит 
{~и 'v! no Ту 'U{f: С''!'О, OHj ОТ ; ЧТО Н .- ~ , И t TBIOiM о6р830:', 

сущест5ует ~-~ :: Tt- L ( e_'i) с- J. ~ У.З (3. ·1) d,:sf t <~-~-- { '~) ~ 

L L,( r.l:yf ( t t11 kf ~ ) f L<: lf 11 , отг:у "'а d{yf ( W C..St • {. -~ ) !· 

<j 1 . ~ f< ( 1 f(К'r~ ft l ..::. ~ Q~~:)r.? Bi-iO ВЬ существует npoo6-
-f _ т.-L( иt; r t 

раз {, -з - 1 t -z 6-J..-

J.Овате:rьность i .t_7. ~.: ~ : 
и т . д . Г:о.~~а~м , что с~'щес·rвует пое-r.е­

е ~· с;. ;:_-;- 1-~ тi е_:· = {.. :( ... 1 ) 

V" . ~ ljiJ..I. Отс::-:а сущ~ствует 

" J 

(3 .8) 

ПосУ.ольку в силу (3 .3) 
, -r_ 

'1'0 с;учествует на '-~ 

{,~ отобрn''\с;ние на c-

Q 1 отобрг.""' еr.ия 
/'~ ~ ~ 

П: н э•rш.', оче!щ но, ~ о-О - лок~-:ьное ~;стончивое мноr~:ю~:гзис 

' 
т'! , 

rrоч!:И Q i . по nос'Троеюш t Се ... { ( oi 1 : {_ .. ~J "i i ... 5 • ОчеВJ'.::НО) 



- j 31-

ЧТО 'I'IJHCI\TO}"И.Я, П}ОХОДЯЩа.Н ЧСJ1СЗ QL - Пре,UРЛЫIЪJt1 ЦШСТI, ГО-
t.ЮТ011НЫЙ (1i (МН ВОСП}JОИЗ8€ЛИ резуЛЬТаТ [ 2) О l О ·цешнt 

цикла иэ rомоклиничсской I< се лу траектории) . Поскольку ото б} е-

;~:еннс Tt : l _--~(. ~ е.; 1.- {.) Сf!\ИМающее ' 'ГО в С11ЛУ леммы о нсnод-
ви·чюй точке после \Овательности С'КИМШ.1Щl:~ операторов , 

IJ 15 l (. t т 1 Гi J' 1 т. 
прш.;сненной к nоследоЕателыюсти vv 47( - f _ J. 6- __ .... - -<- -<· -- - • 

nолуча<ЭМ, ЧТО СуЩСС'l'IЗует '11Г&С'!\'ГОГИЯ 1 ~ ~. ~;: p_t- f е.:. 

Т1 Pt.:: P-t/·JJ Ссс4 (Ро):: } . .. . -"11 1J, так что ТJШР!{'l'Орин 
~/ 1 nrоходящая через Р .:> - ~·г'1 гет?рокли:-iичсскал траеУ.-

тоrия, о( - 1 редеЛЬН::tЯ К ЦИКЛУ а i И (А.) - П} сдельная 
к О . '/J:r пою:.1зали , что IЗCIO)IY в I яссмаТ1JIШаемоn области су-

Q L И 

Сосре'"оточимсл ·rcnepь нз. случае JZ1 - i , /с. t. = J , А, >О, 

А 1 '?О . ~ облясти )4.~_ (О , )1- -1. <О , посколы\у 
р 

ш:шс \1 -t f.j-'- и 
-J 

образы кс..к Т9,~. 

w> 
Са.. 

о 
так и с , lft • Отсюл.в c.пJ ... J~ .Y e'l' ) что сущестт:у10т все 

т -1 -. - 1 ( 11 15 ) ( . { 1) J 'V с, . j Е- - 1, f 1 • Они то-·е л е· ·ат BJ"I!-" r ,J JA !Q.: ~ 
() 

е - lj-4 , ТР.К ЧТО И у НЮС сущ СТВуЮТ ВСе ПГОООраЗЫ 

пi.·.ооб ~ ... азr ... . 
а 

(,~/А и ше 

и •r . д . llолучаем в ито1•е , что n,ля любо;~ послРдова'I'елыюсти 

е,:. т,- 1 -у:: -t Т,- 1 [wS) t с=!СьС.1 .-. C-ij существует щюобrz.з <:. c_i c_~··•J··· ((1 &ос Gi 

. Очевидно, что в зa:r.ciJ<a.нJш 'I.HO' :еетвя этих ::1:::-ооб! н-

ЗОН /I,JIЯ Л"J6о:• 6r С!{ОНеЧНОЙ В Обе: С'ГОI оНЫ ПОСЛеДОВ8.1'СЛЬ!ЮСТИ 
, . t·=~-
1 С i.) L~ _.о 

{ 
t -t ,_,.,_,п . 

(. ~; ........ 
.f. "~ {: ~ + 

' сущ·~С'l'Вуt:т госле,о,овательность 

- ot et 
lc. ~t-J = i. 

' t 
р<~-.:·ениr:: Те._ е~_ 1 

. что 

. ОтсюдR , ПО"КОЛЬI<У Е 

~е: 
L 

':( ,... ) . 
~" .... .:": ОТО{)-

О 1101 D r.ви '!-Ю;: ТОЦ!<Е:· с·~·и!ШЮЩИХ Om.,}:B'ГOJ 013 П()J!:,tЧHP.IJ., Ч'fО В .f18.CCti.3'Г-

pивurl~f области мно· ествJ _j2/A состоит из о 
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ленного от О rипер6оличесi<ого nо,цмно"+~сства J3 , ограничение 
Х..м на 1соторое тоnологически ОlсвиsRлентно на,цстроУ.т\е над схе-

мой Бернулли двух симвоJtов , и мно~ествп ГР·rерок.чиничесю~х траРI<ТО-

рий, соедr111ЯЮЩlr< I<Ю~.П .. У11 траекторию ;.iз j3 с О 

Пусть тrэпегь f- 1 >,0 . Рассмо':'рим nоверхности -t_; и t,!_. 
л-1.( et- -12 1- е-1 1 1".5 

Обозначим е :- -i , ~ f _., , = w t«. /) П • 13 силу леммь1 

3 . 2 ИЗ ТОГО , ЧТО !А/ ~с ВЫШе 1 fA. -=-jiJ
1 

0:. О 3 , CЛPJI.Yf'T, ЧТО .f_ ~ 
~f s .е~ с+ 

выше <. 0-k(,~..~ откуда -l выше -1. и , слсдоr.ательно , BI,IШe 

.е; ' откуда е~!. выше е :.l и т . д . Окончательно ПОЛУ' lCM ' 
f.l е f{ с-~ ~ 1)- J.J. 

что t выше и выше L Н силу (З.u) 

f t ~~·11 (;) 1-/) 
lfAtl , (3 .9) 

? f 2 i 
ЗамС''l'~Н.! , что так как 1.:. выше любо Н поnерхtюС'l'И .f -t· , то 

d.· . .; t /) ~ .. · , /) -{ 1) 5 'L· "'tr llle _, J. Yl t _ с с<tи / Отс!t1да с~че.пуе'l' , Ч'l'О все поверхности 

€ ~· .:1ежэ.т в о6Jiасти О{. l1 ~ d(y( ( ( '~ 1 t) . Отсюда 
е 11 l' В СИЛУ ЛЕ.ММЫ 3 . 2 следует , ЧТО ВСе OIB1 (И, В ЧRСТ!JО(;'ГИ , , 

IJ 1. 2. 
t. ) и:.~еют конс'l'анту Лиmuица 

ч (3 . 10) 

и , I<pO!.~e того 

.с J. i v е ! 2 с J + ( е -1 
-i' 1 [vl yt ( [ i: е' lt)] f) (3 .11) 

поскольку в силу (3 •• , ) 

'lо:з (3 .9) - (~ . ~1-9) сл~mr~.т . l'. v ""'v о..;• , чrro существует -1JННЦИЯ 

что 

а) (3. IЗ) 
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б) '!J q .r:юбоП Рtи,и: w; Е е а нли Pru и W){ е'1 
........ 1 

~ , 

1 и- d (fA) ( ~ ( d lf'<l) 1 -t f (3. I•l) 

/llfl/ ~ 2 (с/ У-')) 1 , f (З .Iо) 

I3озьмем произтюлъную точку Ро 6 R_.ц /)fl и II!-OBeдet-' 'UPt'eз 
нее ПIIО11Зво .. :!,}н:_/Ю nоверхность f 0 - G с( - • Пока~ем, Ч'l'О t'o-

cf) 
ни~~е -<: - (Откуда , в час·rнос:ти, будет с..чедова.ть, Ч'!'О в (~. ;._) 

моwно nоло~ить l' ::. 2 dr~). ~ействителыю, лредполо·.rим г.ротнвное: 
• А -i1 

nусть <: ~ выше <:. • Оче:видно тогдз, trтo сутщестэ~'ет noвepx-

JIOC1'b .(~- Тадая, ЧТО .z- fJ f / l F fJ И {;, ВЬ!Шt! с-
Пусть l Р. r.~~:- -ipae~TO!=WЯ ТОЧI~И ~. Р~ :. Те.- р ... ·-1 • l3 cи .. tJy 

Л(-'~'.мы 3 . 3 существует бесконечная nоследовательность f- : {;- == Тс,{._-,~ l 
pt f е~- , r)c;-1 f:.- Е- J...- . П:,•сть ДЛН ii~'lt0'I'Ol О ro (. сущестuует 

z- т:::.ке.я , что ~~-,l)t1f!и l.-8ьt1Ue е.-. Тоzда,€СЛ'-' ct•J ::·i, то -fc~J выше\ 
п- т 1.-- т p!l e'~l ?- л l?t' 

<., .• t ~ ~ [ ) "1 т а к к а r.< -1 t. с , т о -( i f 1 () .f * .Q и 

J -- (3 . Iб) 'f,·yt ( [{4~ 1 .fi.~~ ) > ~ d:vt ( ~t -} lt·) 
~ - ........ 

Если С~..-.. 1 -= - i , то ;.ас:-: uJ"J ловер'Х:ность {'- -: { Zl.-= "и;( tJ}- 1. ~~ (о)> 
........ ·"""- .:;;:: ,., -

\N':: IIIJ(. ( lf J ~ , где (и, w J-= R, Ur) - уравнение -t, - . (~- ни~е f,· • 

Из то Г'О' ti'ГO z- ~ ~-' а ~l'a..t{-:e из нстаиенств (3. I~) t (3. !5)' 
~-/) !Jil 

R~!Г:'\"Hei·:-r--.r-/ .:ля точки пересе~гния Ci -е слг:-угт , что 

dt.·yt (е: f .. -) > o{~fl . Отсюде. и '.!_з того, tтто z- в~ше f~-
rl.. - (-- ..... _ ) dlt<J 

по.пучnе;.~, ~:''J f.I..V:>t ( l-1 { ~ ) , Li ( f... ) > -:z kltt.J 

;~ что т.1 ( l/J FЬir.l<.. t.: =т-! (t) TJ.K !-:ак коордшнэ.-
та lA равная f'-1 nопо·--итt:льна , 

то Г()л:,rчаеи ':'еr:ерь , что Z~:оор-Jшата 1А 

пре ~С"< О 1,ИТ 1.. d (р) 

о ... ~ ...... I') {~ .т .. ~)· • ·т сюда :v. '*··- ""' . ...= , _ v 
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/)и. ...... -
выше -с. • Отсюца. следует t что су·д~стnует f ,·~ t t- .( -z- 11 !.н-:/. В' "- /. ..... _ 

такан, что ~·с. и T-1-fc. - DLIШC .:.Jl • 1:з по-

следн~ го' так как е~ .-t выше т.1 е~- и d:y{ ( (, ~~ J , т_ J !с.-) > 

> ~ divt (.е.-, l~- ) еледует' что .е'~!. выше е ; .. i и 
выполнено (3 . Iб) . Получ~см, в результате , что существует nосле­

доватЕ·льность nоверхностеН -С~-6 J.- 'l'al{И7(, Ч'I'О е._.-/) f ll "1 {:J' 
- 1':-'_ 1 - ..... 

и J.ty( (-( , .f. '} > ;z~.: J,\.f { lo , fo -; , что, очевищю, невозмо~.но . Полу-
Чf!ННОР. ПJЮТИВ011<;ЧИЕ;; ПОl(аЗ.ЫВЭ(;"!Т, ЧТО еСЛИ р f J2 1-4 /1 П ' то 

JГI06RJТ ПО В~рХНО СТЬ е ~ j_ - , ПlJОХОДflЩЭЯ через р , ле~ит ни-
/) i2 ( 

1'\С ...с. очевидно, так't;е , что она ле-кит выш~ ) . 
Зэметим, что пr,и jl -1-:: ljA1I в силу (3.13) - (3 .15) 

{~ ле:t~ит внше .{и. (nоскольку t.·~<J u"·JflJ,!f)~ lfJrl- ti~J'~ 
11 v il! ?.. ~l V"'l J f ~ 

> 1 d tjAJ • С другой стороны , т: и f< -1 .. О t_0
1 

ни--"'L ... t.uL , и 
следовательно -{ ~ 

1 
ни":-:с .е { L • ОтсюдА. 11 из леr!J,ъ.~ 3 . 5 слt!-

дует r.,ущеетвова11ие оnределенной при всех !' l ( О 

вой к~иво!1 

е о ЧЕ'НИН -1 

д_; · f< -1.::: - J ~ (j-< t) , отве,~сt.ощей наличию n~r..ece-
0 н б v 

С {. , ТО еС'l'Ь О ~;а30В8НИЮ Г~'l'GрОКШЛ-ШЧеС:~ОИ тга-

СI\ТОГJНИ , Q. .. 
В области , и так как для лобой 

ПОВС}~ХIЮС'ГИ ' то т ~ v Jl • 
- i <.. Е:..IГ.Ю с , 

Оте;ю;~а по доказанному У.одироька любой точки Р с _QfA Л П r.e может 
содер··~ать ш:нус единичек, с..тtедоt:tательно , в рассмат1~ивае!.юГ1 облас-

ти Л t' сос•rоит только из О Q 1 и rетероклнннческой ТJ:а-
екторшr Н l 

Рассмотрим теперь oб~-:RCT!..'I - j'_; lf' .. } : О ~ j<- 1 .,; -J ~ (r t). Посitольку 
ло {1 

в этой облаr,..., . ( .. 1 не ъыше ..( , 'ГО существ;уе'l' пгообllаз 

т_ 
1
-r ( J 1.1) 01( ~ -ll Т-, { А '1 1 П ~ l z 

1_ " • uозначим <.. :: -t с. 1. tусть <.. зг.,г~з.е:~-

Рtl. ·р l .(. н 
ся уравнэнием f lJ..= ~t~.~ t.J/

1 
u:. ~,.;- ( w) J • Проведем через 
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nове})'\:ность fv = ~: z ( w) i . Она nересекает 
но:': точке Р 0 

( tJ о, Vo, Wv 1 • П1 о ведем через 
В €:ДJ1HC'l'EeH-

nоверхность 

--fz rн rt.. /Ji'l } 
е =-.{И= ~ц (W}rtl.- hч ~LV.,} 1 if:= l'tv (w/ • Та:< I<at< f_ / 

нн~е .f а ) 'I'O 7А о ~ ~ .... и. ( WeJ , откуда 
(i{7. 12 

tty{ ( t ( ~ 11l) = 
: h (W0 }-И. ( f,"" (wq) ~ 1.. .{~!'-'/ • Отсюда и из (З . L~) так как 

tA 

д-11 = т_-/([<, пт. ~ (ПJ) , то 

(3.1?) 

Оv.~ви• но TUI<~e, ч•rо 
е -12 

выше 
t. 11 . Из (З . Il), (3.15), 

- 0 ,,." т ) 
\v •- 1 по;уучг е ~~ , что г.ри до с т~ .,.с~-но малой rl t;Al е нл ·l) е и 

Т гt-· и~.1 обr азо~,. , .е -J 1 
нv. .. ·е с 

-J. 2 
~И''\Р 

( 11 
HИiitC 

.е i 2 

ГАссмотриr J 

(. 
- I 1 

Ht~ !-Ш "Р. 

" { 1 
не ни,:rе с 

тгдьных повер'(ностей из 

так как Ю\'7!0 

1\3 -"''""0:1 ПOB~J•XHOC1'ii g­
~e трае!.-:ТО! ИWJ { .{ ~-J 

/\ 

ft 1 1 
~ .. 

в t.шо::\естве 

"""' 
, то ~ : Т- 1~"' 

_/' 

, Tv Tf" - \ ! jA 

: если 

, а есл11 

( r_чя ос-

не ощ е .;елс->но) . 3аметш~. что 

' ТО т~ однозню.шо. Д.тrя 

из о6Л?С'П' ог.r t>rеления постnоим .. 
( ЕОЗЫС ~1-Ю t 

1- с ·-ения Т,... 11 ВЫЧИСЛИ!.! КОДi'! ОН '( )' 

1\0 !-!РЧНую) nод действие~ отоб­

С,)f (е-; " {С, U]J~~-: по прави­

лу : t, ( t) :: i 6 

Pjz 
< ' и ( ( () :: о 

, ес.r..и 

'.f 
не ни 1е eJ и не B'"Jme 

. , . 
ес..'1и ,.n.ля некоторого ~ ~ t. 

.1 "" 

f. . .-
' 

ле·:ит вне области оnределения Т f' . Обознnчим -$ ;-< = -1 Cxf.t. ( {_~). 
е r- fll 4-Ji-l ~ ' По постrоен;оо, пля любой из .А.. , если '(. -1- c.t 

то Codt (е;:: ~,м ' eC.JiИ .f f1 .е - i 'l 7: .е- ) то Corl; (/} = -J 1QD, 

ec~;f .f {) е { -t ;f fJ t ТО ~J;,_ (f_)= { -'\ ~ , И АСЛИ f,) t -!1и: 
Т'О Corh. ({) =- 1С>Ь . 3:JJ!"·тv.ы, 'li':'O ~с.л •: ( '!.) Еыше ta; 

("" 6 ' С· ( (tO) -- /"'. (f lh'J f U) то на основанив .:, . J .. о тех no:' , nока t.. (.( , , t•t 

f. (. l} /J) fl) 
E:U::e и J. , OTr:y а , О "Н? В~ ·~но 1 (cc-fe ( f ) ~ (od; ( f J· 
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е - - (!) (Н {(JJ( ,,, 
Теnерь t поскольку ДЛR любой 6 I. существуют D ..с. е J ( 1 ' 

J? l l)(J (- :i i • ь-. ~ (1.) 1} е -1.1..~, В: С (1)1) t Ji"1.@' 1 е (lfJ 11 е Ll/: r:x И 
TF..X;fe , Ч'ГО ~ r е/, С. r , '' ~ 

h' /) ( i ) ~ А ("l) t{J) 
::~~со -t::. ни~е "' , либо < не выше ~:: 11 не ни~е , 

либо ..( выше t t z.J н ни·'Ке ./.О) , либо .{ не ниже С0;и 

Hf.; ВЬ:Ше {'lt/ , ЛИОО .J! ЕЫШе f(v) , ТО ~ (fj::: о-" 

;;:~ба /;>~ -=~гЦ ( lli)) ~ Ca.IRf(}~~(t('--117.'1ибo l-~ ~ CьJ.R(f)~ 1-
Отсюда получаем ' что Т8.1< KRK {с~ ( ( ) ( r~7' = Code ( .tj) при 

) { 

,..~ (>L) } f )'l r,-.. 
С/( i О , то либо (;. ( 1) Yc::j -==-О , либо ~),._ ~ 1 С~{· J:=j ~-1 ·J 

/ i l ft;.- .1 j<>i 
либо 11;л "' С {С J 5. ,::. J ~ • Таюfм обрезом. для лю-

бого С Е- .L- ~tle ( t.) ~ -долустиv.а . 
,.. • • 1 

Пусть Р Е Л~ ,1 П • Пусть Coh ( Р) = t С t. ( Р /j/~:.'.t. 
ilроведём через Р поверхнос'!'Ь ~ t-I...- . l~ак yv.e отмеча,;tось , 

г-11 ~ ~ .s 
<.. не ни~е -<.. и не выше ( • Есди Р f W tx /} П , то 

Тс (р) ~ f?_~ /) п .Но t'СЛИ ( НИ"~е .{ l i , ТО т~~ ни-
i , - !t J 1? 1 -/7 

-.:.:е -<- , CJt(:-Jt,O вате;"!ЬНО, С 1 :: - 'J.... , а если .-<. выше 
-, IJ ~"п i 

'!\:> ~j .( выше t , ~".1сщоваr:ельно С i ~' . i3 любом случ&е 
--- 1' /'\ /i ~ получаем , что lc

1
<= Т с . Отсюда очевидно , что если PcJ-W" 

:-о [ С~ ( Р) S~.· ~ 1 = Corh.C f} ;1, следовате.лыю { (. ( Р} ~,·ц 
р WJ - ) -)/"' -долустима.Если Е- JA ,то , так ка.'{ l c. .... Tc

1
.f /)Wea tB 

·го Coh.l() ==-[С(РJ1ч ),..и l C<P)}"t~i ;r так::\е 6~-~оп~:стима . 
Если Cock_ (Р} " коаечна BJieвo : t./ t - ~ ~ [0 

1 f О , то по 
построени-10 Р ~ 

если (7 ~ W5 

т - ) с, ... 1 Cz.; W f..oc , откуда Сое4 lP) = )/' , 
( в этом с.r.учае C?de ( Р) бесконечна. и , сле-

-:5/"i =([ ~ (PJ j )00 

wL 
доват~ льно , s~ не содер~ит нулей ), и 

р с.. w> eCJiИ "-- ( Те.. . . . \ с 
1 
Р f: 

'1 
) ' 



- i Ч3-

так что А .)t-4 не содер·кит нулей . Заметим, что есл~-1 Pt"'W~тo Скk.СР) 

не nерюдично . J~Рi~с"l'Бительно, если Vl - n~}нюд, то n1 оведеt.1 по ­

веrхност'.) f <::; J:.. - такую, что е() W~, :Fd , 

f = Т rt {. , d.C:vi ( f J 1., ) I : г но ~од.у 
У! 

ни·е 

~'<OOJ дина-
'ГI,! Пе'UРСGЧеНИЯ ~ n С { lf-; 0 r • 'J.of' ~Р. И:З [1f.)T 'JI0)1,l1'-ПiOC'ГИ 

Cr;c/4. (()) с ле.,иодом n. ""' 1'1 t ""' ........ Wl 
в силу (3 . 7 ) c{,·yt(f R, Т €.) ~ 

• 1 

~ ~ r1(·yt с -е, е 't J 
к 

, что в случаР 6Асконе,rnо большоrо lt 

Пl~ОТИ В0 l 1 Р Ч11Т 'ГОму, Ч'l'О r~ Л/А 
, 1 

, а в случае I<Онечного с. t это означает, 

что c<t.."t l е"') т 141 -<.·о~~ ) > olivt ( .( , еи ) 

:~нгuит , Пt?Jleceкat ) 'Г 7Г= О н '~'Очке U-=- О , ОТI{уда. цол ·-
' ···"- (11V1.'""'т'i. - i.:.j/)J _/ "\'" но бь: ть й. ... уt. " • -<. ..... v . Таrшн обра-

зом, м:.,: поназгли , что СогЦ ( Sl ;"-{ ) соде! ·и'!'СН в К:.. 1 1!-'4) 

,Ll,ЛЯ r'l.pyгиv коr.·бинациП эваков 41) А - 1, ?ri ~ /(_ .1 ;jтот 
результет nолучае'l·сл .энвлогичнымt·1 J::; ссу·~дению.'И . .fь~ н~ бу,..,ем их 

з песъ воспроиэвоцить . Отr~~:тим толыr:> , что IЧt' n1 .;:; f, ?r.1 =1 А1.>О_. 
,1 

Jt( п. .s nH -t s A-i. <:о в облас·ги о~ f'-1 ~ -1 /A i) е ::. w~c r G.i.), с = Tt (w~co~ 
~-Н ) IJ-lZ _-1( -1!) + 
G :::: W Ux. (О) 1 -{. = 1-i е_ ( 3~ е с Ь f-i: j .l.{f.i) Crseчaeт пересе-
чению e_oi с w~ { Gt)); nри kt = 1, /(_1 ~ i., 41. L. о J A-i '>о 

в области О~ f-1!- f_: (pi) (зn-сь J-~ (f 1 ) = -?-j отвечает 
о о -! 5 

пересечеНИЮ < -! С Т1 (WG..<(oJ) , ТО есть Об}Jt.\ ЗОВаl-ППО f'ОМО-

I<ЛИНИЧ€СКОЙ к О '11-дектогии с кодировкой { -11. J ) 
e·a:.Ti-J{wLroJ), .t н:: Т1- 1 (~н), !-н=\V~{о), f. 12= T_;J(f 1

); 

nри /Ci. ... i 1 1L-t: 1 , А t '-О, А - i '-О n о6.:аз~ ) ~ ;<-1 1: j.t (;<<) 

(з; ~СЬ f'. J - ;f1_Jt{JlL'pTB• ЧЭi?.Т ne: есечеННЮ е~ 1 С т~ -j ( WL_ {О)) ) е~~ 1 }a~s 
... L t)J. 

e{i-: ,\-\(ft2)1 e-L~=w~~t O), -f-·~т.-11 (f/~ n:и )~:: ( л_j : - 1, A.t70 J 
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А_1 > О в области О ~ JA·-t 5 J-~+ ft< 1) (з .. ~есь f. 1 ;.J~-fffls)oтвeчaeт 
nересечению е~ с wL (Q~) > ei?==.wtx_r(Q4), e.f~=т1·~r,-J~~ 
1!-{1.: wt ral), e·l"J.=. w& {0) ' (г~е al- цикл, гомотоnный 

гт2.. ) ; лги JC{= 'i ' ?(_~-;-1 , At>O 4-i<O R области 

~-~ (f -t ) ~ - Jl--1 < J-1+ {fJ) (з~1,еС Ьf·j:.-J.~I!jЬтвечает nересечению е_: с 

wL ( Q4) , а t{- -J.;ft~)отвечает ne есеuению t.~ с -т:j-~rw'~c r а~.)) .. 
или образованию гетЕrоклинической траектории с кодиrовкой 

-1 - i11i . .. ) C0 =WL,la.) , е- 1 1. -=- T-it ctн) ,eu.~Тj-1 (e- t-~ 
-1? w > 

f = Goc (О) ; при 1i1::i, А- 1 =-1 , At ~о , А-~ >0, в облас-

ти О ~ f1.- f ~ J- / ~ :1) (здесь f<- 1 :: J _/· ~ {) отвечает nересечению 
о () -t 5 
(,4 с Lr(W и,, t Q._)) 

или обrазованш~ г~теrоклиничес-

.-~ j 1 /) -ti- w> с Q ) -J? $ KOi~ траекТОfJИИ --f.f.-;- - ) С - (се 2. , е :: k/<'«(O)J 

0 l2 Т -i { 0 -·и; 1 ~ 1 -1 -~ ( 0 ~1) -r.-- i ..-. _. -с.. :: 1. < , -t. = 1 ~ ~ при tL ~ ~ · , Jt.. _1 =:- :J., А 1 <О , 

A-j (о в области J_: (ft.)~ -~- !~1- ft {fc) Р. t"t.u.e. -fj= wL ( Q(-i) 

- ~ ~ а) 17 - 1l \V J ) ~ -1. 1 -r . ·с " {l1 1 -( .е н t-1 te е , <- = и l О ) l. = • .1 < А з ~е с ь J. j =- - 'J _ ~ { f' • ) 
IJ_

0
J с ': - .1 ('·'!_ ( о)) б отвечает пересечению -с 1 1 1 w ~ , то есть о разо-

вrошю оклинической к О т~аекто}Jии l -1 1J , а f- 1 =-J-1-t- ?PJ 
отвечает пересечению f ·_o1 с wL_ ( Qi-1) ' где aJ-j - nре-
дельный цикл, гомотот:нъ:й в V 2~ r_~~ , соответствующая гетерок-
ЛJ.rrшческая траектория имеет кодирОВh.JГ - { ( --1 1) ( -1 1) ( -1 fJ.. . ) . 

Пока·кем теnеr.ь, что для любой не пустой последовательности 

~ ~ tJ~ { s r) найдется такая точка р t; fl JA- () п ' что 
~ck.(P)=). Заыетим сначала, что ес.ли S,.. НЕ: со1~е:r":иТ нуле.~ , 

, то сущ~спюва.ч1~е требуемой Р на 

f. _0
1 

сле,Гivет нз (3 . 5) в CJ.ШJ' ле~~~ о неподви".-:ноН точке пос.r.е-
n,о-сr:.тельности с 1-и м Al-0~\.t х оПQРАтоРо~ ( ) nР•оннёнио&1 W< noci\(7-

1 -i -! ' 

AOBA7f ль н ост.. ~_
0

1 ~~- ~1 ( е_;)~ '~~т~tt:>....... Е(. А~ 
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?~ nеt'и о'J и ч чА : ~,ч= ~о-, то , как отмечс: . .лось выше Tt 't.!Lto)) '1./~/tJJ ~ff'. 
Очев1-щно , что соответствующая ГО1iю.клиничrС'{аЯ ~раектория имеет 

кодировку ~ . ~: е)1.поло~п1м теперь , что 1 бесконечна вле-

во . Если 1 -:: [ 1i ~ .. ;:_::- бесконечная nосле1:,овательность в обе сто-
роны , то обозна'lпш ~ tJJ = { 1 i. ~;:.7 . )..;ля конеч-ной впр.?во по-
следовате~ьности 

~ (;J :: J ) ', с:_~ 
l • j . - J 

~ nоло·~·им 

• ~бозначим через 

~· "'" J 1,_. и по;южим 
f ( j ) 

tАНо·-:ество точек Р 

такr~ , что ~ля любо?. содержащей р поверхности f t; .( - [o~ (ej"_~t">J 

( 
~, 

в СЛ)".Jае , когда -~ З81\ А.нчива.е·rся nоследоЕательностью ну-

х 6 6 Р / ' · '~ ). Пока".'f.е" , что e(>J ... ~ ле111 , nотре уем доrю.::нительно , что ы с- vv - N ... ~ 

... J.. , а СJlс .. ~ователыю замкнутое нно~еС'l'ВО . От-и nрина..!],леwнт 

сюда , таr: ках т е ,.} ol.i •J) n . 
'.:·. с -с ' то будет непусто . т~ т~ . т~ .ce<·J? 

j J ~о - i ·7 -.> 

, но :ю nостроению любая тotnca из этого г.~ресече-

Sl .. 
1 

И ИМ~ет КОДИIОВКУ , чт·J докаэыDа-. 

ло 6~ т~сбуемое утв~~·~ение . ~'• 

?а.сс:.ютрим ЛОЕ?j.ХНОСТЬ f[ U.,) ; t \N ::C.dt.,i, lL=Цcil.C И ее ко ~кровrсу 
i.:<-O 

[c)t({l tJ.o))::- CoJJ;.( U. j~[((ll8)l~f8K как e (u') Bblllie .f( v.J при и'? l.J , 

и ct·.;ctf<'u'J~ (сиn *О ,то из (3 . 7) Ccdt ( г.J с ~остом lA 

возрастаеrг в смысле отноп:;ения порядr<а )-- . При этом еслт~ при не-

котором 7.1. ~ Uo эта. :юследовательность не со:.:е:г::ит I-IJГ.iieй , то 

при строго монотонна . Се~ (U ) всю,пу 

нeпpeiJЫEI-iA кроме те~ значений Ui , при которьгл для нен:оторого 
( >'!) 

tt ~ .. fc .... 1 . • . -rcoet:,'J= е lv.) пересекаетс~ с 
-{l 

е или с 

Эти легко Е~~исл~~тся . Пусть для опре~еУtенност~ 

. Очев;~-:о.:о , что Coch. l U ~ ) -=- ( 0 . .. С., Сос,{е ( (-) 
л- " r - 1 {1 ~. А А > для :I.JбoS! <- ' (.. ~ и что со стороны с о с"_ ( z,..- U о) О 

/j - ~ 1 
{.rх.Ь. (".А}:: Се_ .. С"' О О·-· • В случае , если -{. есть r:гообраз 

-Н 

уста;"·члзого wюгооб~зия некото1-·ого цикла , и,."L;i :-:огда [ -про-
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образ VL (О) И -:)~ неnериодично , то, очевидно, 
t·ж CodAtиJ= ~o&.ruo). Если е-н nрообра..з WLro) 

А,, ... A, .. <u-и,J~ о-о 
периодично, то , очевидно , существует гомоклv .... -чическая к тра-

ектория и либо для некоторого для 

, либо для некотоrых 

V1 i и n ] ~А .я С?= } 1 # - • • 1и1- ! J р : { р, - -. P>tl j 

с~ ( R. -1.7) = f Сооас е~ l) :: '? р (>Q • в первом случае' при 

Ас() .. . Ас"' {И- 'UoJ отриц,дтельном и близком к нулю 

[С .('U) ... CV1."JТ'ltи>! =су , nричем если Ac.,..1 •• . Ac ... ~"t•:t>O 
~ l (ot•lft•f> -f2 r-l2 

то f. {1.{ ) вновь бдиэка к е. и воаше ~ , отку-

Ра CoJ.нZO = Co(Uo)- .• ch., ... (~t.U.L.)OOO. .. а если А А </) 
\ ' с .... tt . . . с ••"fJ•1. ...., 

п('<~•1,о -Lz -J2 
'I'O с ( !Л} близка к 1!. и вновь ни ж~ С , следова-

, и т.д., так что в этом 

с..тrучае &~ ~dR. С l<.J =- Сощ_ U.l.o/ . Если С~ ( { -н) -= 

-- rl. CrJo/.t { (А. .fJ = а. р~ А А -v r , то в случае IJ.o .. - q."1 < О 

Coh_ CUJ= Со ... Ctt t~ . -- ~ .. t. DOO ... , в случае Асуо .. А ~ .. J '?0_, 

Аро. -·Ар.,~ LO СоrЬ(и)с С"···(.., ~ ... ty .. 1 Ро . .. р141 00 ... , а в остав-
шемел с..-r:учае 4.-<А Со~ (U.J-= Code {и о) 

Внимательный анализ покаэь.вает, что в любом случае в разры-

вы не попадают -5f-'- доr.Jстимые кодировки. Отсюда следует, что 
при изменении ~ от - о до а Gxk( uJ пробегает все до-
пустимые значения между Cch ( f- н) и Code ( е н) , а nоскольку 

это минимальная и макси:мг.л!:>ная допустимые последовательности, то 

Cod.J. tиJ пробегае о: все ;:.опустимьте значения. 

Пу 71 f /_ { и А J -- .( { j) О р сть ио таково, что И>otf ., ..) асС!Ю':'iИМ 

,t. ( j; 
сначаJiа случай, ко г да ..) за..t<а.l..!mшается бесконечно~ r::осле,.цо-

01 с .( вательностью нулей. В э':'см c..тJUae ~ = о •• • С., > r . По-



строим пове1 хность 

оп~"'еделеннос•ги , что 

" (t't} 

так, чтобы i f~) 

- j ч 1-

('1) 

е ('Uo) =Те 
(Н) 

е (Uo) 

111 Тс о (ll-<o) • Пре)lПОЛО 1ИМ д.ля 

вы.~е ~~ (О) • Б у д см 1-.:енять U 
,.., -' (ц 1('') ''1'с"'~ L1(>1)1 >~о) nnускг.лась. 1 r.к !\а.!{ с. и ' нr.ч; -с "С 

выше некото: оС rювер··::.()сти t ~с(- , nерессн:з.ющейся с 

W~ (О) , то 1r-=- ~~ (ft .. ;lu"J) ~ GdR (fr-.~!<J) ~ C-odf! te)-= {_.и , 

откуда {.ock. (.е.{"'/{ uJ) = -1-,.м . Сиеыгно отсюда, что до тех 
rцJI w.s ....-:'У' 

ПOIJ t пока е '< 1 1) t« (О) :::. А;:/ 1 то ПШ1 всех t ~ и 

е {t') 5 
( ~J ,] W~«(O).=.IJ, nоско;_ьку i~не.че было бы частью самого ~_;е-

'l'aJ< !сак 51" зака.ччивастсн последов.,.тель­

( rtJ 
ностью нy ... f' f: . Точно так ::-.re не. МО7-. т L (JJ.) ne1 есекатьс·я ~и с ка-

} ее"'). л !(01-ЮiМ nr с l( :-:зом W (А <о) . Til!CНJ.{ об .. з .:.'.~! ~о т• v noj , no:кs r JU Шt..... ~-~ 

~JR ttl) = CociR ( /.( ol . Отсю·~::t Cj'l \ I"''I -;ует р тн.кос ' что 

C"cJt(elPJ)= s'..., и PG- w.s . ОчР ЕV.1.НО , Ч'IQ соде1 -:т;ащ& · l~ р h"JlCOH: 
w:. 

прщя rл:;.· ·н т Gc t- ка.к fi:'Onб!a3 \vs 
&: 

{О) 

в с..:учы;, если ' (j; 
Н~ ~"'0 ~~FГ":..·J.jT Г:..,'l.е ''А то i3 силу Лt?!..w.hl о ".) •.; . . . ' 

tн~по r;в1г.ной ТОЧ'i<е, _1mщ.!~=>нен~;'2\ ~ - n c.nP -о:е.ателыюсти с--юJ.ах;циv. 

/J ls OJ. l~ rч c-
onFчJaтor ОЕ ( ( Ц) ..-з ( l 1.1.) ~ е ( t.V-- • • • nолунr,:_)М, ЧТО :~а "( 

/ .с и; r l .. ..-L' 
существует точ1<а Р: {..,()d.R (Р) = '.) . Пусть г Pl.J i =o - траектория 

. n:vсть r +L. точки Р v л. - rшост-:::·анство. nсвеnхностеf~ г~::асса. 
r + • • r r_ T;j/J 1 r-_ 

4-- , проходящих че~ез Pt • ':'ar: как а--..и 1 , - с';'има.;--

щее отобра·-:ение (см . ::eМJ..v 3 . 2) , то в силу леммы о не nод-

ви'чноf~ точке в rюслецовательаостн простганств , существует r-осле-

ДОRА.:-елыюсть ( + · Р; f r!/ .. t, т 6 d:. t- и Те, f/ t::::. (_: 

Пусть Р' некоторая то~з. '!'а.кая, что Cx!R. (р' J =- Ccdt. ( Pl:: j tj) 

ПооЕедем через р' криву-.а { -( Р ') f. J_- . Ес..чн t -( Р '} з::.ш:е 

fo ~{ р} , то • очеnи;но ~ ( t -(Р')) > Loci.R_ (е-) ДЛ5! 

лю6о!i nt=>• >=-с~-·~ :r:·ц~ ц с.я с ' " l ~ с: h.~'J .. ._ .. • 

о тку .га 



- 1 t 
чтобtз f ( Р) ни-~е fo ( Р) 

ли Р 't е -r Р 'J n ~"' t Р; 

f- ( Р') , тш.: что6ь: 

ПОЕ~iХНОСТЬЮ КЛасса 

"- 1 /) t-• Отсюда t. (Р) () ro (р) ~ 1?J . Hu ее-

, то , очевидно , ( '":1-Ю пошсЕе--:ить 
+ 

б'JЛ<l выше fo ( Р) • О':'с -а 

, то есть , окончате.'!Ь ~о мно":~с:-.sо то-

Итак , мы лс к:=-:.э:~ли , что для Л '(lбого jA К'< (~}-= С<Х4. (Лr<) . 

UTCI'1'":.a из ЛСМJ.~ з . l -леду·ет ' что х~ 1 Sl,.ч 'ГОПО."'!ОП1ЧеСК.t! эквива-

Лf"Н'ГНО надстро~ке на.ц сд:шrо!.1 в l(.,.. { ~,м ) 

,...ЛЯ заЕ;::.r ~~ ~~ i'. Я пон:аза.Т· JlbC'I'Ea Теоrе•!.Ы ОС;'I'~.:)СЪ J ССЛS_::>Б2.ТЬ 

з; t:ИCi'1 :О СТЬ от . Из nункта 2) л r.• 3 3 ,,...~-:""1.'""' 
• '\.,.....t. 4'" · .;} • t 

KO T'Jfr.fX ,-),...._ 

ПНИ !(ОТО ~l-· '< W Ч(О) . -

в них не попадают сru.ю,::_опустнныс ПОС' .. педова.тельност;1 . 

Замечание . За.t.,(етю..t , uто периодическим траекториям в K"'t ( ~~) 

отвечают предельнr-Jе циклы системы xf' ; траект-ориям из ~ t 'S,м) , 

которые начиная с некоторого места становятся nе?иодическш.m вnраво 

или влево отвс:чают траектории xrt ' соответсте::нно LJ - ruш 

с/ -предельные к r.ериодическим; конечным вправо и~и влево т:раеi<тоrиm/ 

из J(." t6f<} отвечfv"JТ LJ - нли сl-nредельные к О ; кo~e'4-:--ih:.t в обе 

стороны - гомоклннические к О • Непосредственно J~З опре~е--:ения 

и теоремъ: 3 . Т по -:сtrt.'!Ъ:ваетс~, что в с..т:,rчае А~ '> О 1 А -1. '"> С" 7[ ~ -= ! , 

~-\ -= -1 в o6 •. >'iaC:'i1 1f~ 1 ~ 'f-'1 1 и для любо?- сР.модо::::~тi~мого 
~) 

( ро -) !'р&..ЧИ"J.2- (J lJP = ( 0., О) U JL р- u д p - f.! _ , а Е о6;:аста 

к) СчеsиJ1.НО , что др..,. о:3ечает ~:r~ествова.юш :--омокл,ш .. г~~с.ноn Кf,:,\­
вой т~те. р ( то ест .о гouoтonчoli в V произе.-· ению r;. . . . Гf11 
r е Р = 1 Ро . -. Р~ J ) t а Д f-~ r-- c~.-:.--:soвar.~ ~~ек1 . ии, 
о< -;трп,4е-: · О и z.u-rч .r.ьно.1 к цикду . l :J f . 
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l;<~/ ~~fA- ~J d!Jp - (0" 0) Uдpt>A llдpit- jJ.!.pиc . Io) ; в с;;учае 
А 1 ">0~ A-J >0) J[~ -::.1,'JZ".J -:.i , в о()лqсти 1f1'1 ~ lfA .'tl 

'JIIp :: f О О) 1/ vll(p-1;~VJJp11 !J"ra n области lf< ~· 1 ~ 1? -~ 1 
d!J :- /0()11/ v{)( t.oU 11 tpl!C . 19) . В ОТ/!~ случаях би~yiJKi.lЦHOH-f ~ / fjJ ИАр~iiЬ"' 

Н- " !•~"- t;~TEO ИМее•r Kt.HTO! ОВС:Ку. J C'T'I'Ylt'Г./' у . 

По н r 1 уг~г~ r:омбинацн·~'' знгко в А i ' А -! би~:у,. кацн-

о~н-Ю~.: M1"(".:t'f' ~тво нарю1у с кщ•rr )l ·овсю-.:.1 пуцком криВЕ'< содержит ещё 

С"~.;.ё':'НОС ~ноu:е~.,;•пю ИЗОЛИ{"О Ва! гibl ":' би:;,уркВЦИОНtiЫХ K!JlfiЗЫX. Назuнём 

nронзf1олыю слово р L т:1f1J.>ита { - i~ 13 ОlНi~н·rируемым , если 

<п .. и А ~ 7 О " A . .t < О в р '~ётнос: число Mt1H.:/C единиц , ~:;. nри 

А 1 <: ~ А-з.<: О - есл~ длин словн р чётна. Тогда при 

A.L:: 1, х_~ :: -i для прОИЗВОJIЬГ. "'1 ,, самодолустимо~о н;.)ориентируемого 

( р о~) сущсстяует изолире ванная би~,YJ Jl\(lЦ юнная i<ривь.я ..М. ро-0 

iJ< .. :j 1\еЛНЮ.I\аЯ облnсти 1) р :__ 7J. rp л.. • Обозньчим ЩН1 J[j :: 1.} 
Jl_i ~- 1 f.JIЯ ориы1тируе1ю ) р /АР-::7Ар и IJ. Р ::Ир VIJ.ppVtAJp~ л.ля r- ..... -

""'-
•'r ~1 е1-1т1· у е ~ого . Тогда замы.r. ... ·' !~е:> границ о6лясте1~ Zl р об:--~~ует 

;·FJ·i'r ~LBCIO-il' лучок 6.!f;yp<(! :1онных кривых . В с.,~rчае Ai >0~ А-1<'0 
обы~с':'н lf~ 1 ~ lf:i 1 ЭUP=: ( O,O ) U др~ U JAp-1-li...c ~ 

-; в области IJ~~i 1 ~ lf~ 1 JЦР = ( О., О) U др- И JA.'f.J ~1. 1 оо 

,ptiC . ::?} . n случае А i L о) А ·i .с о в области l р..; 1 {; fj( -~ 1 

dllp = fo"OJUдp~ Uдp-i(,i i ) 00 , _а в области 'Р-1/!о 1;<~1 
?Jц Р =- t 0" OJ U t.A.A f>~ u v-Ц p:it 1 _ iJo-0· 

~,ля случая JL ~ ~ 1 ft - :! ::: j введем слсду·1ощие обозн~чг-
~ 

ния : rту~·гь Ро.~ 6и С - слоiЗа алфавита. [- ·1
1 

i) . Поло·:им 
Р1 ~ Ро, Pz-+ 1 :: р; 11~ Р; ,r;te rz.~ ~ С nри чё·rноы t и n:::: 1 
пrщ н~четном L р..".о ~ t·~и. р, о~ Ни:.ке J..Шбу.,ен nолагать 

n cr~,rчae А L ~ 0.~ 4- i ~ О л ля области 1 f< -'t J ~ ( f1. .f 1 
C-(cJ=(-1,1.) л-:яорие~тируемоrо pd и !(С)-= {f,l) 

д.:.fi неори~нтируемого . а в облnсти 1 f~ 1 ~ l~!tl t(CJ=({·l~-1-1) 

.n1 O';HiPHTrfpyeмoro Р ~ ( f. 1 С ) = {- j- i~ 1 - i) ДJiЯ нс.ор ·HT~i-



- i s о-

руемо го ; в случае А 1 ' О / в области l,.ц ,~ 1 ~ 1 fi~ f 
( t с J~ ( - 1 J. !) 

1 ' 
если Ро -ораентщ~уемое t и 1 ~ с} ~r·ii -i) 

1 ~ J 

если ро - неориентУ.руемое , а в об .. ;uстн 1 р( l ~ 1 f" ,'-t 1 

t С.~ с J :::: ( i~- i - iJ ,если Ро ориентируемое и t t с; -=-1- 1-1 _}J 
.1 J :.t ~ 

если - не ориентируемое . ).:,ля ка:~~ о го f о =t 'f f 'У~ р • -t 1f с tf,; 
........... 

роо~ 6 11 так о го , что сг.J .. юд,оnус?има, сущаствует о дасть L-< Р~ 

СОдер·~ащаR счётное ч;fСЛО ИЗОЛИDОВ&Ю-•:l!'\: 6и ?уркационных кр;шых 

Jj (pi t?: )~, на.ЮШЛ~iБаiОЩИ~СЯ К fi fe>-0 
'"'-

, d ~о~ ( ~ 0){/,))lp" lf.)...a(/v~p __ ; 

Замыкание границ областей Zl Ро обра.зует канторовсУ.ий пу- 1 

чек биt;Jуркационны-.: кри&ых. i\pнFue t.it 'f ·n .. 1oQи tдrp- .... -!)Г!JЩiИЧ~1-
' • •"i н,~!) 

вают облR.еть V р, (рис .~0 , :I) . ;"Три nереходе через JJ. r n. 11 . Jt>O 
Г• .. j ( •J 

из IJ f ; в и Pt·# j к H8ДCTIJOЙKt т".. над Т!rЩ k~ ( Р: ос:><:) 
добавляется о·~.ин се,.-;,лсвой щн<л (p_,!.n.,t(".., 1 ;оr~иDши1~ся 1~з !i.)~faк.-,~~-

нv.ческоi1 к О траектории Р: t-J Yl i .. 1 

~/ -IIре~е.г.ьных к тры~кторrtям н~ Трi и tv -лредеJ!:сн:::~ i< цих-

лу . ПерестроРки НИ..l.ИНГВ.' про исходящн~ ~рн переходе от с./1 { f: ne) '04 

1< v(j ft>C , ан а..': о гv.чны те~i, что rt;:o ~1сходят при серии 6;~~:"ркаuи~~ 

у,п,воения периодз [ 3 f ] . 
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Гiрнло?.~:ение 

,t...,u:-:азь.тельство технических лемм 

Лемма 3 . I . Расе .:>трим гладкую г-оверУ:НОСТЬ е вида 
, где ~ оnределеF.а nри всех ('ZA, ?J;f•) и 'N = .д ( и, ?f ft 

r;}~ 1 , -
11 Гd( и, u-;f«1 \ ~ L... • То rда 

а) ( = Ti ( f i (\ Т, -1 
( П)) есть поверхность юща 

.".., -w :: ( ( й, g rt) , г;:е ~: определена при всех ( й, 1l J та-
ких ' что 7:: А.- { i) - 21 Di (и: f-l)) ~о и ,, ~(fit,,.щ 11 ~ L; ; 

б) Ec .• l~ р 1 fU L, lJ-~} ~ е fl "- i ( П) t P-z ( u 2, ~) fS е/} т,- 'r П) .. то 
;У. !!_Х ( (i :.!, :Г1.If 

1 
/1 lJ ~ - И 1 11 ) ~ l( IИ о..х ( 11 Ut -U 1 111 /1 iF.~- - ~ 11); 

t (J} и е(?.) 
в) Ecz.z - дЕе nоверхности указанного ви-

~ К ';v.p {/ (tJI_ h ..''; /j 
fи, u J 

.L,оказ~':ельство . ОчРвидно, чта точка Р (й) if/ W} тогда 

и только т~~да прин~лежит f когr~а существуют {и, и-) 

такие, что 

ф1Г( 
7.:"= ' 

[1-= ф~ ( 
t 

!А 1 ~ ( u 1 v: t-<) J и;;;. ) 

u 1 ~ ( u v: j.J.J) ~ jA) 
('1 . I) 

При 1J.:::: О (·1.I) -~еет ед~1нстве-:.:~ое решение ?.F=. О • По-

/ 'd P({u ~--' -;-'' ifJA) / 'L1',/tt r;;ft// скольку з силу (3 . :) \ ~и- , 1 1 

\\ ~ 1 'j)l.v' 1 iif ~ 
1 - l 

~ J д < 2 при достаточно малом д , то атсюла 

Н'" осноьс..:х.ti тeopeJ..l::i о не явной q."-:=.::ции nолучаем, что nrи ncex 

1t: U /.С (n ~.: I .2 .3) т-олы·:о nри таких И ) lJ из 

( .• 1) о~w,...:::ачно ~z;а,а:ается через { u, 1Г1 j<) • При этом 

(см . (3 . I (3 .2) ) 
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~ ~ t\ ~ 11 }t''J.Vr 1 - L; 11 ~ ft\1) ~ ~ ( (f) l ~ l 
1Г Ф.:r wlГ tg; ~ 

\l~~(ls (/l ~['IP~t-li~,JI/};f!-L(~II~W:,fl) ~ 1. ~ _ 

,, г;л-, 1 ~ ( 11 ~v; ~ L.l.- 11 ~.!11) lt l - L.; 11 ~uJ.; t 
~ ·:tr . '"J-A" (6 

( 11. 2) 

Теперь 1< nредставляется в внде 

[i -=- \f: ( lA 1 1Г~ j-( ) ('1.3) 

ГJV{ - "{) <Р,·Ц ( .1 ·t ('() rf;t.() -1 t() ~~~Ц(I f"J~ ~ ?), ~)) 
где if:t - r;; и :.L ~ac_J 1 -~w ?Jи ГJtг ~« . Из (3 . I), 

• Поэто-...rу 

. 'ЭУ! 
'Х~п t;,•~ = • Отсюда nолучаем, что 

иэ (~.3 ) 'k выра~nется: однозначно через (:;" V" J r:ри всех 

-1) ТВКИ.~ • Ч'ГО Ji.'t J1 ~· ( i(- lJ. ot·tV,jA)) >. 0 

Та..t{ю.\ о{>разом , область определения 1r действнтельно 

7[. А: ( "И • ц (". r f; 1'1 J 4 о . 
i~з Ui . 1 ), ( 11. 3) получаем 

11 
'du •1• ~ 1\ (~) ·t ~ < 1 CJJч1- 1

/{ i- 111()~~ r.J.t E.f\ 0~. ?_д rэ..})ll)~ 2/'dtf{~(~:zrб/.,1 
'i:J;- 1 '()t.. Qu.. \ 'iJt..t '".Jw ~<4 't:IJ -::.' ~ч 

:.-. 

11 ~~ ~ 1\('0it'.J- 'IIUI 'd~"/lt IJ~чfllt~{IU;~~.J~21/J~~~- 1!1.1/(i;{_-v 
>~V '?ц "'Jif ~;.../ viГ lr t)U 

11 ~~~~ f н(~: J''ll/1 ~;·~ • 11 ~ -~~~~ ;;,l,,l;;u~~iiJ}Ф11;:i·~2A<fб/"(.1 . 41 
Из (.; . I) , (4 . 2) , (4. 4) находим 

1 
~?..- "/Г 'd v-: ')и -::: J t Е - ) 

~~\Г 11 ~ ll-5vll Ц·= (С-<...( ~ 1\ % ~~ 11 ~v-11 ~( 411+ j_ }(о) 
lr ":11 ~ t· Q.u-,, 1/t?ц 1 .( Ч (Б/ 1 .,. i _; 

?U. - 1 ':.;..( tl '?>Ц /. - ( 4 • 5) 

;; "Jи-,1 L t r;цli1 . '1 ?o-Jt/1 ?ч ((:. ( Ч#+ 1 )(БJ-: 1-l' -;J 
rtJfA IJ - ) 9~ :J tP· ~оу{ 1 11 ~~ t;)".-< -

Из С~ . !), (4 . 4 ), (4 . 5) и (3.2) на..v.о.!:,ю<~ · 

11 ~ ~[; ~ ( ([ ~~·wll t- 1! };~~1/11 -~; lt) J: .;; h + Jt ~ ~t u?-f_ 1;/f ~:;, ~ 3 # ~ L,~ 
,..,.;;, f 'СJФ~ / ~"'"" ГJ'{J'.A.f ?j 1/ ')ц r-:Jtp_ ..., rt:;_ J "д!Г j 'Z 11 1... -

11 ,Н:..\/ L 1 ::;-=·//"" (J" .... V•/1 :.__/!'~и [i 1 --~;;.. /( f- l/ ~; ft t .-Ff'f, ·~[f / ~ ::JN :. L' 
·.:;~t~ - • • v ... -... t. ?wl " .... ..,,v w .... 

'd~ . 'а с "': э 9.1t/ 'd ~ , ( 'J ; .v ? ~.., ? ~ 1 ) 1 ?~ ':) ; .А/ t/J t, 'J у- 3 N 1- 1 -: 
lirtl' ~н'~~·~~ll~,·~~~~~t If%h,.l~r,:;ttfr.,: 1 t.;~-'.1- .. ;;:,h~dii-11~~~~~ - ~ 

Пун~т а) .r:оУ.азан . 
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;~я доказательстnа цункта 6) достаточно nроверить, что 

1\ ~~~ + // ~~1/ ~ К И 1/ ~~ //-t lf ~~ 11 f. t( , НО ЭТО следу-
еТ из (3.2), (4.4), (4 . 5). 

)~n доказательства пункта в) рассмотрим для любых (Ц~~;Ц): ! 
(f;-ц .. (v~j-(J}К.A:~ о napy точен PJ (Li., ~ w1, j-<)c e(:v и Р~. (~ ijl WJ,j..i)E l/JJ 
У них по доказанному есть nрообразы Р t ( U 1,lf1 , wj ) t- .erJJ 

/) ( { l} - р р- -
н 2 и," l.J;J wz.) <:- f 1; J = 1 и Т.·Р1 = Pl • Оче-

1. 121 /! tll J 1 r-~1 , . t tt)( /!-
ВИДНО , ЧТО fl 11 {Иz,if;,j'-)- ?t flft,V~~)J>.,. ~ f~ (цl" U~,.f-<)- '1 U~ ~/1)1 

- 11 д OJ( l~l, и:,tчJ- ~ и1/111, lf!, ;иJ/1? 11 \*12 - lv'1 и- L; 11 ц l.. -и t 11- L 1- lt и,. -zr1 /1. 

Отсюда , очевидно , что для доказательства nункта в) достаточно 

nоказать, что для отобрат.ения Т,· при условии d ii== о 

d й = О , rJ. ft - О имеет место неравенство 11 d i<l(l .: k ll с! W 11 -
- - "Э qv 1)~" 

- 1-<t.:; 1/ t( ц/1- (.<."Lz f/J и-1/ . Но d l< = ~t. ' d и ;. r;;w. d 'v 
- '{) ч-.. ~t' 'd ; L</ f 9 4~ с; 1 /;) •11 1.1" 1 dw- -·./а. -· с/к./ , ~ lf= ""'""' · .. т !~ ,... -· 'w . Из d t.7 =-О 1& ?W и~ ?w 

~ср.ч - J'C)(j)ll ~"\ фtГ r(iф.lr,·;;ччj-l'dtp.ц) 
nолучаем dн :_ - ( ~1:/) ,0 () d v.l , d ll- ( ~~ - rzJи ( 'dt~ ? .;; dw, 

э ч-. w с:э 9:· '.4/с f! ~ r () <! lf ~) и Е 
d'4.J-=( row- "71,_;(;::- '- ) 750 .. )du.; • Отсюда и из (J . I) 11 dцll! (о 11(iwll 

" ~ tJt.. vW 

{JJ~I~Wtl/JJ'IidtviJ, /JdV/If 1 (%} f+ti1J.vll , откуда и из (3.2) следует 
требуемое неравенство . Лемма доказана . 

-+ ()+ 
_Е:ю.~а 3 .2. Рассмотр~+гл~ую nоверхность е :('И= h~ <w,fJ ., 

15 = .~ ( w ~) ) , где ( "-и ~ ~) определена nри всех W 
7r 1 -+- 1 

и 1( 'd 1 l':, ". ) \\ ' L-+ ll 7J ~ ч.v- fl i. L + 
?w J.. > 'lJ;.... - 2. 

а) ,...,..1r: того, чтобы nри не~отором ~ существовал про-

образ Т1- 1 
( i t 1) Tt·lП)} :::-!;.+необходимо и ,::остаточно , чтобы nри 

- + /J O 
_t данном f" либо .t 11 {; т f2J , либо в случае /(;. А • '> О 
, JJ_o ~ А-.- ~ 0 е--+ /'о 
<- 6ыла выше c.,r , г. в случае z Ri < была ни--се -с·с·~ • 

При этом {; + имеет вид (И= f.fA: {W,f} , v=- -l;t l ~ f9) , где 
1.,. оnределена nри всех w и /i~ ;;:·ll~L1t {1 'д h.flfL

2
: 

с 'lJ w ,1 '() /" 

6) ,L;tя .nюбьrх Р ~ " Р1 w3 l- !"11 ~- l П) 

uf,:yt- (Р! Pt) ~ К r/.i.)f ( Pl Р2. ) 
1 1 



в) Если 
- ,.,1) 
~ и 

jj+ 0.) 
с - две nоверхности указанного 

вида, то nри любом ~ 

t~<·y{ ( t'; J. 01 t / ( ~}) ~ к i~·yt ( ё J.( !) l ?{l/) 
1 1 

- Nz.) - llJ} 
г) Если nри некотором f .е выше f' , то nри 

~ Hl) и]} Hl.) 
А ·">О с; выше , а nри А;<: О f.. ни~е е, 
' 

hоказательство. В силу леммы 3.1 . любая nоверхность 

l W= wwtf ~ [\ Ti- j ( Г7) под действием отобра'!tения т(. лерехо-
дит в nоверхность вида W :: ~ (i;., ft, /-() , где l. оnре-
делена nри всех {f( i?) , таких, что <Jl,A,·fii- u~~-r~fJ) ~О 

и имеет константоИ Лиrnница L~ . Отсюда , так как L; L; <: i , 
-+ 

то для того, чтобы .е /) Tt ( П) t Й необх:одимо и достаточ-
-+ с -.,. 

но ' чтобы либо .е /) .е. -:j Кf либо в случае я:- 4 ~ > о ~ 
'f ) ' 

о ,... -1- о 

была выше t'. ' а в случае .<. ~ lf .. ~ о е 6Ь1Ла н и·rе ~- .... ( 1' / 
-.,. о 

Предnоло~им телерь , что это условие вr..:nолнено и i (J f:.l" -= й 
(если ~-1-) (;.~ -t. й' то, очевидно ~ -1.( .ё+nТ:ln))-={tc=01 lГ= O] 
и пункт а) выполнен) . Для того, чтобы не1юторая точка Pr и, V: W}~~ 
необходимо и ~остаточно, чтобы существовало 

что 
--t 

lf=- фi.!Г ( tl / w, ~" (~, f), р.) 

l: {w, f) =- Ф.ч (и, w, l; (w, rJ, ;AJ 

w такое, 

( tl . б) 

(4.7) 

(4 .8) 

Так как (4 . 8) имеет по предnоло·!f~нию по кра]не?,_tмере одно реше­

ние, (и~ w, W, р. ) , то, :rак как /1 ~""1111 ;.:;11 s NL~ < f, то 
в силу теоремы о нелвно~ !lУlП<ции ~4.8) W однозначно 

выра-rе.ется через ( t.(, w, f'-1 nри всех W и 

• При этом {см . (3 . I) • ( 3 . 2) ) 



- i 5" S>~ - . 

'dw 11 ~. ll 1с1 ~< ,., 'iJ y-t Е 
U ~w fl ~ ~~- Ll ~ ~· (1) , -< (l 

1\ A'lW ГIAIU,... ~ • ( ) 

11 ~ WO < (/1 ;;=• /Jt fl ~;: ll:, 1\ r-11}~ L t 1, 'd f1wll) ~ "> 11 4 • 9 
н-~~ ' v'~ .. ,.. ~ { 1. ~ 1 fl ~п;- ... ..< 

• r;;w н ~~и~ w ') ll ? ФG/1 ,',.-~ lJ // ~ а --т j_ - /._,L-r 1 f ;: 1/ ) ~ .(. f 'f5li 

Анмогично , так как ( 4 .?) имеет nри данном }А по кр~ней 

~tplf-t "'"t ';>ф'''d~ ' ~-ме:::е одно решение ( Zlo W,) то, nоскольку 11( -эи') ( ~"- _, -)~{J,. 
- ') Ф."" "J ·~ ... i i -с ki ?/Г ?{i) ~(J 1 

~ }L~ (i•N) 11 ~ 1\1 "'~·( ~ 2 Lt llfi~/J) <- f (см. (4.7) , 

( ~ . 9) ) , то из ( ±. 7) U. однозначно выре.1tается через W и 

fJ.. nри всех W , близких к v</0 , nричем область 
't 

оr:ределения z.< = ''"'; ( ~ ,rA} ограничена ло W только уело-

вием U t О • Но €'ели У i = О для некоторой точки 

р 1 Е т< -L r пJ , то р 1 : { 7J. !, zrl, \.{/ J ? TL- i ( [ ~) ТО, так как 

1JL ::- 0 И, значит . () L 6: W~, /) П 
-t о 

и ~fP-!.)6f. nt:". 
Но мы nреrполо~и.::и . что .[ t t1 /. ~ = И - ~~ 

, так что Ц не 

моо:r:ет быть равно НJ·rtЮ . Таким образом из ( '1 .?) 1t однозначно 

m;. а'l!!:ается через ( WJ р, ) nри всех \V • При этом (см. 

(:: . I ) , ( 3 • 2 ) , ( ·~ • 9) ) -1- -

( Н~ 11 с:: 1 'd Ф.~ {- 1 
( rl ~~t(l +(/J 'd~u~ 11 ~"~/1/1 ~H)II'dw \1) ( 

'Ow - ~ ? w 'дw co v 'O kl 'дw -

~ 1 1 ~7j-~/~ J -{ (S ) ,··+ f ~ 1(8Ji+ f (4 . IO) 

11 ~~ 11 f 1 ~~ 1-1. ( ;, ~~11+ 11~~ llt 11 ~ IIIIW11• (11~/;,JI ~"111 ~IYI~~ 
d фV 4 - 1-v 

~ {N+i) /?Jtt~ ~-- f. (N+i){дJ (Ч. 1i) 

(4 .12) 



-156-

Теnерь из (~ . б) , (4. 10) - (4 .12) 
")u- г;; фУ' <J (/'·tt tr zt -

Н ;w il f \1 9 ~~. tl+ ll 9и~ 11 N~ /1-r 11 ~ 1\11 ~;ни ~~IJ ~ 1.lS)11 
f 

Отсюда и из ( ·1 . 1(1) , ( 4. I I) 

Пункт а) доказан. 

Утверждение пункта 6) при z~ 1) t~~ -= Rf прямо следует 
из (3.2), (4.12). При С-т() (

0 :;:й , поскольку Т[(П\w[) ~ 
_,. ?-

~~ ( f.~. ~ 1- ), то е n{ {П) состоит только из одной точки, так что 

пункт 6) очевидно выполнен . 

в) ti:J6epeм про из вольное ( w _,. )А J • Ему отвечают две точки: 

р1.: ( ZA.s., Z.\ W) t е/ 
1

!} и р2. : ( () 2, ifl #} f t:. ~. 21П'tcr,, ~ ::-( ~;!Ji.,\Vs) P:c=tйz,~~­
"M~f}'i 1\ ~ .. (1.) ( w,_ 1 )J) - ftfi)( w"l J f{} \\ ~ 1\ ~ ~ tl) ( '111.1 ,uJ- I+ti( 1(71.1 f) 11- 11 с. if1) (w:, j)) -

~~({){_ 1 ::-.. - - - ) j -t - -
- f\ ~~'tl fl 1 ~ Нц;.Х ( IU:z - Ut 1) н llz - '11i \\ - Lr!_ \\ w2.- Wt 11 . 

Отсюца очевидно, что ~ля доказате~ьства пункта в) достаточно 

показать, что для отображения 1l 
имеет место неравенство 

Отсюда У. из (3.1) 

d W.:: О при условии 
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-;l+~~; ,J- ( - L.,_~ - !+i ~/. ? 

чdirtl !(д lцul-t- (oJ o~N({JJ Jtrl iJJ, f(II~2.J(tYJ 1 
.. t-н.uлx(tJй/1 ttdi1н) 

ld1A J ~(fJ 1 -ll.iilt+ ,A/co-1 1
-
1/tdill ~(Airl}(i/ 1 -/~~x ( /Jul, ;;t(?ft) 

откуда и из (3 . 2) следует (4.13) . Пункт в) доказан . 

г) Возьыем ; :о из вольное W и рассмотрим точки 

(\_(Ut,lГt " W) Е:; t(и'и Р1. ft; t "lГ../W)t- {'.-'"n.J . Рассмотрим 

• 
- - ., fi) - . - - -
pi ::: Т;, р~ = ( йJ. 7ft WtJ (; е и р2 -= ~ pl = ( u2 1 tJj 1 Wz) ~ 

" " - +f~) - .. н 1 - - .. - -
Имеем \\~ 11 (Wl) - f:v {•~\)/\") ~~~-lГti\-LtiiW:l-Wt\\ .. 

- .. а; --нJJ _ _ t __ 

R..._tk72.)-~1A{~)~Цt-lJ1•LtiiW1.-W~\ .Oтcюдa , так как [+{l)выше е 4111 
' 

- _- т-- - - +---
то ;t-<l-u1..-+ LJ. fpvl. - w111 >о и 1: и.:. -u-~н ~ L 3 l"1<1.-и11 + 

+ L; { i t L3+ J V W1. - W1 1\ - • Отсюда nолучаем, что для доказа-

тельства nункта г) .u.остаточно nока.зать, что nрн условюt d VJ-ro , 

/l d[itl ~ LI 1 d~l t Lt f.i t L] )11 Jwit 

:..меет место 1\ dtГH~ L!>t-}dцf и А; dц ? О • Имеем (см . 
доказательство U.)'tiKTa в) ) /1 ~l w /1 f #i d!A i r N r А/ 1 ) н d tГ lt / 

откуда и из (~.14) 

11 clv-1\ ~ 2 L -:.+ 1 J и 1 (4. Iб) 

и lf d W 1\ ! (ЛJ.t i ) / d U t . Из fiОС::еднего неравенства и 

(4.15) получаем 

dй >о (4 .17) 

- (~ тб) (?. . 2) lj силу ч.1 • - 11 ~ ff'-~ \t \l d U:ll <=fl d ii i ., отсюда . ~ак как 
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re;cpц _ IJФ~ .А: , _ ( . 'd f//) . , 
dй -= f"дrf dv- .. 'du. Jv. ' то Jt~~ t!f~ .::: ·1t!J' r~и· - ~r t,"f~ t откуда 
и из (1.1?) nолучR.ем А ~ dи >О • Кроме того, имеем 

';) rp11 Q 
liJiA/I f ;_"'11 н:lх! idiJ./ ~ 21 ".;·•1 }dцj, 

11 t;;u ll tцiu.·t ..;. ';) ф't ?Фv 
и из ( ! . 16) 11 d tr 1\ ~ Ч L3 / iЭi;' /J dцJ. Теперь, т ах как d и--= i51J.. ,,/и- t-

9 ф/) J - f/ 1 - у .. 
г ~ч· dц t лолучаем /ltJu11~f01ci~ЧL>f4J Jf.JI(Id~IJJJ!eммa доказана . 

Лемма 3 .3 . Г1усть .t- <Е .1...- и nусть в случае Л;_ >0 е-
w5 r;;-,-.( o е- W5 

выше ш_ , а в случае л , ниже (с~ 

Тогда 

а) ~<.- ~ TL ( (.-!) Т~ -t{П)) ~ J_.-

б) для Р .1. f. с 1\ Т· - l ( п) Pz f- е- f\ li -l ( П) 
t, ' 

d~_'~/{ ( Р i J (J 2.} { К rl .. s .f ( Р 1 , Р~ ) 
//'-tJ) г- /)-<l)/_ r' 

в) если -с. ~ J.. и "t: ~.::: do.... 
е -т - (1.) 

выше { и 

c/:d f f tl.J, { ·ro) > J,( /Jbj-1 11 , то 

nри 

при 

и 

ot:'lf ( c.- ll) е~ U)) > l .livt t L -щ с:- 11) 
\ 1 /' 1 (> f' 1 '/" к 1 ' 

Доказательство . Прообраз любой nоверхности 'V' -= ("c..tyt 

имеет вид 7Г= Ф-;т!~ W iГ JЛ) , то есть задается •;ункцией 
1 1 ' 1 

от ( V. 1 wj , определенной nри всех W1 ~i ( JL;_ !А & о) и 

L 3
-t 

имеющей константу Липшица 

По условию леммы получаем , что прообраз nереевкается с е-. 
- -L 

Таким образом f {) Тi ( П) 1 .(}' 

о б~ , Р с ii
1 

ii/ ;})€ /Z ( ~- ГIТ:. t(ПJ) чеаидно, что для того, !.'~ , 

необходимо и достаточно , чтобы нагJлось такое lГ , что 

(-1 .!8 ) 



- ц l • -
Ц = Ф. t "'ч ( v} _, ~ ~ f v-l , ii ~ fA) ( ·1 . I9) 

~v :: Ф;v ( ltw-Си}, i:; f v-J.~ ??: /1) (4.20) 

По до~аза.чно~ , уравнение ('~ . I8) имеет no краfней мере одно 
?ф.tт 'd~- !';) fP~r '?fl.- __ 

решение . Отсюда , поско.1ьку \1 ~ ltll ?;/11- 1\4')~ 11 Ъ ruu-*''/1~ L,1 (~)t{it 5)<;_ 
( 

~ ~ , то в силу теоремы о неявно~ -s-~кции из (4 . 18) 

7f однозначно выраr.::ается nри любом 7.J • При этом 

(ti.2I) 

lr 

1 
g /Г с( 1 1 9 <Р. ~ ~ -1 (r") l-f i 

1 ~ 1\ - 1\ ~ 2Г 11 - -<. о 1 

Теперь из (4.19) - (1 . 2I) на_ходим, что из (4 . 18) - (4 . 2l; ) 
-
?А и W однозначно выра~аются nри любом· 7.? • При этом 

н ~ 11 ~ н ;_f 11 r ( 11 ~:\/ н 11 ~;-tl+ 11 ~:·"1111~~~~~) Jlf~ll f N+ i ~ lvi. 
r J/ А\)1 r~- ?Qtl/ 'Jf- 'J 

11 ~ \\ f 1\ ~~ \tт( /1; ~· 1//i~ //1 1/ ryj-lt /( ,.i;~}fl~!/fl/ r l ~Lt 

Цуннт а) доказан. Пункт 6) следует из ( ~ . 2I) . 

nо.луча:зм 

U1.- U t -r L~ /\ lГ1.- lft /1) k 11 t.pll ~ 11 vJ1.- w'1 li {:.L; /~{г-М t 1 +- L. ~ ( 1 +L;) Jll!; -llj ll 

Отс~да очевидно , что для доi<азательства пу-п к та в) достаточно 

nокаэать , что при выnолнении условиЯ d ii ::О , 

11 J w Н f L ~ J d м 1 + L ~ /1 + L; ) 11 d v- 11 
(4.22) 

имею't' место нерае~нства 



... 

~· 

1/diiJU ~ Li- 1,/ii l 

А~ rA~ > о 

11 Jfi и ~ : ol ц 
Из (4 .28), (4.2?) на.ходим 

1\ d lГf/ ~ 3 ( t) ~ d ц 

доказана . 

-1.бо-

(1.24) 

('1.25) 

(tl.26) 

(11 • .28) 

('1.29) 
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