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Einleitung

Dynamische Systeme erfreuen sich seit Jahrzehnten zunehmender Beliebtheit. Nicht zu-
letzt ist dies der reichhaltigen Anwendbarkeit der Theorie in den verschiedensten Diszi-
plinen wie beispielsweise der Physik, Biologie und Okonomie zu verdanken. Bestimmte
reale Vorgidnge werden hierbei durch das dynamische System modelliert. Das dynamische
System beschreibt die zeitliche Entwicklung eines Zustandes. Der Zustand, in dem sich ein
System befindet, ist durch einen Punkt im Phasenraum charakterisiert. Man unterscheidet
grundsétzlich zwischen kontinuierlichen und diskreten dynamischen Systemen. Erstere ha-
ben ihren Ursprung in der Theorie der gewthnlichen Differenzialgleichungen, wohingegen
sich letztere aus den Studien {iber Iterationen von Selbstabbildungen entwickelt haben.

Bei der mathematischen Analyse dynamischer Systeme spielen invariante Mengen eine
grofle Rolle. Invariante Mengen sind Teilmengen des Phasenraums, die unter der Zeitent-
wicklung als Ganzes konstant bleiben. Ein wichtige Klasse der invarianten Mengen sind
Attraktoren. Attraktoren haben die Eigenschaft, dass sie auf gewisse Zustdnde anziehend
wirken. Sie spielen bei der Langzeitanalyse dynamischer Systeme eine groie Rolle, da sich
die ,Zukunft“ des Systems in ihrer Ndhe abspielt. Eine grofle Bedeutung haben in den
letzten Jahrzehnten auch die invarianten Mannigfaltigkeiten erlangt. In der Theorie der
invarianten Mannigfaltigkeiten werden Teilmengen des Phasenraums nach ihrem Wachs-
tumsverhalten klassifiziert.

Haufig sind dynamische Systeme nicht allgemein genug zur Beschreibung von zeitlichen
Prozessen. Dies ist dann der Fall, wenn es einen Unterschied im Hinblick auf die zukiinftige
Entwicklung macht, wann sich ein System in einem bestimmten Zustand befindet. Man
spricht in diesem Zusammenhang von nichtautonomen Problemstellungen. An die Stelle
des dynamischen Systems tritt das nichtautonome dynamische System. Viele autonome
Begriffe sind bereits auf die nichtautonome Situation erweitert worden. So gibt es bei-
spielsweise nichtautonome Attraktoren und nichtautonome invariante Mannigfaltigkeiten.

Das Hauptziel dieser Diplomarbeit ist die Herleitung theoretischer Resultate zur Appro-
ximation nichtautonomer Attraktoren und nichtautonomer Mannigfaltigkeiten sowie die
praktische Durchfiihrung der Berechnungen mit dem Computerprogramm GAIO. Hierzu
wurde eine Gliederung in die folgenden sieben Kapitel vorgenommen:

e Im ersten Kapitel besprechen wir grundlegende Eigenschaften von Differenzen- und
Differenzialgleichungen, dynamischen Systemen und nichtautonomen dynamischen
Systemen. Wie wir sehen werden, sind (nichtautonome) Differenzen- und Differen-
zialgleichungen spezielle (nichtautonome) dynamische Systeme.

e Das zweite Kapitel ist der Definition und Herleitung von Eigenschaften von Attrak-
toren gewidmet. Wir verzichten dabei auf die klassische Forderung der Kompaktheit
eines Attraktors und untersuchen, welche Zusatzvoraussetzungen an einen Attraktor
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eine sinnvolle Begriffsbildung ermdoglichen. Die erstmals in dieser Arbeit formulierte
Eigenschaft der kompakten Erzeugbarkeit wird sich hierbei als geeignet erweisen.

e Im dritten Kapitel behandeln wir zwei Algorithmen zur Approximation von Attrak-
toren. Die Entwicklung des Fortsetzungs- und Unterteilungsalgorithmus geht im au-
tonomen Kontext urspriinglich auf DELLNITZ, HOHMANN [16, 17] zuriick. Eine nicht-
autonome Variante des Fortsetzungsalgorithmus wird erstmals in KELLER, OCHS [24]
diskutiert. Von dieser Arbeit profitieren wir beim Nachweis der Konvergenz der beiden
Algorithmen.

e Im vierten Kapitel beschéiftigen wir uns mit Details zur Implementierung der Algo-
rithmen mit dem Computerprogramm GAIO. Hierbei stellen wir kurz das Programm
vor und diskutieren zwei verschiedene Ansitze zur Integration der nichtautonomen
Situation in das Softwarepaket.

e Im fiinften Kapitel zitieren wir Existenzresultate fiir nichtautonome Mannigfaltigkei-
ten von nichtautonomen Differenzen- und Differenzialgleichungen aus der Literatur
und passen sie an unsere Bediirfnisse an.

e Im sechsten Kapitel widmen wir uns der numerischen Approximation der im fiinften
Kapitel eingefithrten Mannigfaltigkeiten. Hierbei nutzen wir die Theorie zur Berech-
nung von Attraktoren aus dem dritten Kapitel, indem wir Zusammenhénge zwischen
den invarianten Mannigfaltigkeiten und Attraktoren transformierter Systeme aufzei-
gen. Uberdies beschiftigt uns die Fragestellung nach der Approximierbarkeit invari-
anter Mannigfaltigkeiten fiir Systeme, die nicht den Voraussetzungen aus dem fiinften
Kapitel gentigen.

e Im letzten Kapitel dieser Diplomarbeit betrachten wir zwei populére Beispiele aus der
Theorie der dynamischen Systeme. Fiir das Lorenz-System berechnen wir eine stabile
und eine stark stabile Mannigfaltigkeit. Bei der periodisch angeregten Duffing-van-
der-Pol-Gleichung weisen wir numerisch eine Verzweigung nichtautonomer Attraktoren
nach.

Danksagen mochte ich Prof. Dr. Bernd Aulbach und Dr. Stefan Siegmund fiir die Verga-
be des Themas und die fruchtbare Zusammenarbeit wihrend der Zeit der Diplomarbeit.
Dariiber hinaus danke ich Dr. Christian P6tzsche und Thomas Sienz fiir das Korrekturle-
sen und fiir wertvolle Anregungen, sowie Dipl. Math. Bernd Kieninger fiir eine Einfiihrung
in ATEX. Ferner stand mir Dipl. Math. Albert Marquardt bei der langwierigen Installati-
on von GAIO auf dem Betriebssystem IBM RS/6000 AIX 4.3 hilfreich zur Seite. Fiir die
Korrektur des Kapitels iiber GAIO bin ich Dr. Oliver Junge zu Dank verpflichtet.

Die zweidimensionalen Grafiken wurden in dieser Diplomarbeit mit dem Mathematik-
programm MATLAB erstellt. Fiir dreidimensionale Visualisierungen wurde das Grafikpro-
gramm GRAPE des Sonderforschungsbereichs ,,Nichtlineare Partielle Differentialgleichun-
gen“ der Universitdt Bonn verwendet.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem ersten Kapitel fithren wir Begriffe ein, die fiir das Verstédndnis dieser Arbeit
notwendig sind. Hierbei gehen wir in Abschnitt 1.1 kurz auf die hier verwendete Nota-
tion und auf grundlegende Definitionen in metrischen und euklidischen Rdumen ein. Die
néichsten vier Abschnitte 1.2 bis 1.5 geben einen Einblick in wichtige Resultate aus den Be-
reichen Differenzengleichungen, gew6hnliche Differenzialgleichungen, dynamische Systeme
und nichtautonome dynamische Systeme.

1.1 Notation und grundlegende Definitionen

Wie allgemein iiblich bezeichnen wir mit N := {1,2,3,...} die natiirlichen Zahlen, mit
Z = {..,—1,0,1,...} die ganzen Zahlen und mit R die reellen Zahlen. Mit Zar und Rar
beschreiben wir die Menge der nichtnegativen ganzen und reellen Zahlen. Ein (offenes)
T-Intervall (T = R,RJ,Z,Z]) ist eine Menge, die Durchschnitt eines (offenen) reellen
Intervalls mit der Menge T ist.

Fiir die folgenden Definitionen setzen wir einen metrischen Raum (X, d) voraus. Fiir ein
€ > 0 ist die e-Umgebung eines Punktes zo € X durch

Ud(z0) :={z € X : d(z,z0) < £}
gegeben. Die e-Umgebung einer nichtleeren Menge A C X definieren wir durch
U(A) == ] Uc(a).
acA

Das Innere einer Menge A C X bezeichnen wir mit int A. Fiir den Abschluss von A
schreiben wir A. Den Durchmesser einer nichtleeren Menge A C X definieren wir durch
diam A :=sup {d(z,y) : x,y € A}.

Fiir zwei nichtleere und abgeschlossene Mengen A, B C X definieren wir folgende Ab-
standsfunktionen:

e Der Abstand eines Punktes z € X zu der Menge A ist erkléart durch
d(z, A) :=inf {d(z,y) : y € A}.
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e Der Hausdorff-Semiabstand der Menge A zur Menge B ist durch
d(A|B) :=sup {d(z,B) : z € A}

gegeben. Hierbei ist auch der Fall d(A|B) = oo zugelassen.
e Der Hausdorff-Abstand der Mengen A und B ist definiert durch

di (A, B) :== max {d(A|B),d(B|A)}.

Das folgende Lemma besagt, dass die Abstandsfunktion, die den Abstand der Punkte aus
X zu einer fest vorgegebenen Menge beschreibt, Lipschitz-stetig ist.

1.1.1 Lemma: Ist A eine nichtleere und abgeschlossene Teilmenge des metrischen
Raums X, so geniigt die Funktion d(-,A) : X — R einer globalen Lipschitz-Bedin-
gung der Form

|d(xz, A) —d(y, A)| < d(x,y) firalle z,y € X.

Beweis: Fiir alle z,y € X und a € A gilt die Beziehung
d(z,A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y, a).

Hieraus folgt d(x, A) — d(z,y) < d(y, a). Die linke Seite dieser Ungleichung ist eine untere
Schranke fiir die Menge {d(y, a):aé€ A}, es gilt also

d(z,A) — d(z,y) < inf {d(y,a) : a € A} =d(y, A).

Wir erhalten d(x, A) — d(y, A) < d(x,y). Die Behauptung ergibt sich hieraus durch Ver-
tauschung der beliebig gew#hlten x und y. ([

Die Norm eines Vektors des euklidischen Vektorraums RY ist durch die Betragssummen-
norm

N
||| == Z lz;|  fiir alle z = (21, 29, ...,xn) € RY
i=1
definiert. Fiir das kartesische Produkt endlich vieler euklidischer Riume RN x ... x RV»
setzen wir
n
(@1, .y zn)] := Z ||| fiir alle (21, ..., 2,) € RN x .. x RV,
i=1

Mit R¥*M beschreiben wir die Menge aller reellen N x M-Matrizen. Fiir A € RV*M
definieren wir die Operatornorm

| Al == max {||Az|| : 2 € RM ||z|| = 1}.

Fiir die Einheitsmatrix verwenden wir das Symbol 1.
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1.2 Differenzengleichungen

Dieser Abschnitt entstand in enger Anlehnung an AULBACH [5]. Wir fithren den Begriff
der Differenzengleichung ein und leiten grundlegende Eigenschaften von Differenzenglei-
chungen her.

1.2.1 Definition: Gegeben seien eine Menge X und eine Funktion f : D C Zx X —
X. Eine Gleichung der Form

' = f(k,x) (1.1)

nennen wir (nichtautonome) Differenzengleichung. Ist I ein nichtleeres Z-Intervall,
so heifit eine Funktion A\ : I — X Lésung der Differenzengleichung (1.1), wenn
(k,A(k)) € D fiir alle k € I und die Identitéit

Mk +1) = f(k,A(k)) fiir alle k mit {k,k+1} C I

erfiillt ist.

Die Kombination aus der Differenzengleichung (1.1) und einer Anfangsbedingung (k) = &
mit (k,&) € D nennen wir ein Anfangswertproblem. Eine Losung eines Anfangswertpro-
blems ist eine Losung A : I — X der Differenzengleichung (1.1) mit x € I und A(k) = &.

Ist die Funktion f unabhéngig von k, so bezeichnen wir (1.1) als eine autonome Diffe-
renzengleichung. Der folgende Satz besagt, dass jede nichtautonome Differenzengleichung
dquivalent in eine autonome Differenzengleichung umgeschrieben werden kann. Diese viel-
fach hilfreiche Anwendung darf jedoch nicht zu dem Schluss verleiten, dass nichtautonome
Differenzengleichungen durch die Theorie autonomer Differenzengleichungen vollstdndig
erfasst sind, denn es gehen generell die Beschriinktheit von Losungen oder die Existenz
von Ruhelagen durch die Umformung verloren.

1.2.2 Satz (nichtautonome als spezielle autonome Differenzengleichun-
gen): Gegeben seien eine Funktion f : D C Z x X — X und eine nichtautonome
Differenzengleichung

7 = f(k,z). (1.2)
Mit der dazugehorigen autonomen Differenzengleichung
s = s+1
, (1.3)
y = f(s9)

gilt dann:

(i) Ist A : I — X eine Lésung von (1.2), so ist (p1,p2) : I — Z x X, k — (k,\(k))
eine Lésung von (1.3).
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(i) Ist (v1,v9) : I — Z x X eine Lésung von (1.3) und ist v1(k) = k fiir ein k € 1,
so ist vy : I — X eine Losung von (1.2).

Beweis: (i) Aus A(k + 1) = f(k,A(k)) fiir alle k mit {k,k + 1} C I und der Definition
von (p1, p2) erhalten wir die Identititen

pi(k+1) = (k) +1,

pa(k+1) = Mk+1) = f(k k) = f(p(k), pa(k))

fiir alle k mit {k,k + 1} C I. Damit haben wir (u1, u2) als eine Losung von (1.3) nachge-
wiesen.

(ii) Sei vi(k+1) = vi(k) + 1 und va(k +1) = f(r1(k),v2(k)) fiir alle k mit {k,k+1} C I.
Aus der ersten Gleichung folgt induktiv, dass v1(k) = k fiir alle k € I, da vi(k) = k. Mit
der zweiten Gleichung ergibt sich dann die Identitét

vo(k +1) = f(k,1a(k))
fiir alle £ mit {k,k + 1} C I und damit die Behauptung. O

Wie im folgenden Satz konkretisiert wird, besitzen autonome Differenzengleichungen die
viele Uberlegungen vereinfachende Eigenschaft, dass Losungen ,in der Zeit“ verschoben
werden koénnen.

1.2.3 Satz (Translationsinvarianz): Gegeben sei eine autonome Differenzenglei-
chung

v = f(@) (L4)

mit einer Menge X und einer Funktion f: D C X — X. Ist A: I — X eine Losung
von (1.4), so ist fiir alle k € Z die auf dem Z-Intervall {k € Z : k + k € I} erklérte
Funktion pu(k) := Ak + k) eine Lésung von (1.4).

Beweis: Aus der Losungsidentitét A(k+1) = f(A(k)), falls {k,k+1} C I, folgt pu(k+1) =
Mk+1+k)=f(ME+r)) = f(u(k)), falls {k +r,k+r+1} C I. a

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
von Anfangswertproblemen. Wie der Beweis des folgenden Satzes zeigen wird, erhélt man
Vorwiirtslosungen durch Iterationen der rechten Seite. Die Existenz von Riickwértslosun-
gen ist nur dann gesichert, wenn sich die Funktion f in einer gewissen Weise umkehren
l&sst.

1.2.4 Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz): Gegeben sei eine Differenzen-
gleichung

2 = f(k,x) (1.5)

mit einer rechten Seite f : D C Z x X — X. Dann gibt es eine Funktion A : Q C
7Z x D — X mit folgenden Eigenschaften:
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(i) Fir jedes (k,€) € D ist die Menge Inmay(k,&) == {k € Z : (k,k,§) € Q} ein
k enthaltendes Z-Intervall. Die Funktion \(-;k,§) : Imaz(k,§) — X ist eine
Losung des Anfangswertproblems

W= f(kz),  ale) = € (1.6)
(i) Ist v:J — X eine weitere Losung des Anfangswertproblems (1.6), so gilt
v(k) = MNk;k,§) fiir alle k € Ly (k,&) N J.

Die Funktion A nennen wir die allgemeine Losung der Differenzengleichung (1.5).

Beweis: Sei (k,§) € D beliebig. Zur Konstruktion des Vorwirtsanteils der Losung
A( -3 R, &) setzen wir \(k; k, &) = € und definieren, solange (k:, A(k; H,f)) € D, rekursiv

AE; kK, &) = f(k‘ -1, Ak — 1;/{,5)) fir k& > k.

Um den Riickwértsanteil der Losung zu erhalten, definieren wir, solange die Funktion
f(k,-) die Menge {z € X : (k,z) € D} bijektiv auf die Menge {z € X : (k+ 1,z) € D}
abbildet, rekursiv

Ak; 5, 6) = 1Rk + 135, 8)) fiir k < k.

Die so auf dem Z-Intervall I, (k, §) definierte Funktion A(-; &, §) ist offensichtlich eine im
Sinne von (ii) eindeutige Losung des Anfangswertproblems (1.6). Der Definitionsbereich
der allgemeinen Lésung ist Q@ = {(k, k,£) € Z x D : k € Ipaa(k, )} O

1.2.5 Bemerkung: Ist der Definitionsbereich D der rechten Seite von der Form Z x X,
so ist offensichtlich I, (%, &) fiir alle (k,£) € D nach rechts unbeschriankt. Sind dariiber
hinaus die Funktionen f(k,-) : X — X fiir alle k € Z bijektiv, so gilt sogar Lyeq(k,§) = 7Z
fiir alle (k,£) € D. Wir nennen solche Differenzengleichungen invertierbar. Die Umkehr-
funktion von f(k,-) bezeichnen wir mit f~!(k,).

Die folgende Anwendung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes untersucht die Abhingig-
keit der allgemeinen Losung von dem Anfangswertepaar (k,&) € D.

1.2.6 Satz (Kozyklus-Eigenschaft der allgemeinen L&sung): Unter den Vo-
raussetzungen von Satz 1.2.4 sei (k,£) ein beliebiger Punkt aus D. Dann gelten fiir
jedes o € Inaq(K,§) die Beziehungen

Imax(a,)\(a;ii,f)) C  Imaz(k, §), (1.7)
/\(k:;a,/\(a;fi,f)) = MNk;k,&) fiir alle kEImw(o,)\(a;m,ﬁ)). (1.8)

Die Identitét (1.8) nennen wir die Kozyklus-Eigenschaft der allgemeinen Losung.

Beweis: Aufgrund der Konstruktion der allgemeinen Losung im Beweis von Satz
1.2.4 ergibt sich (1.7). Die Aussage (1.8) ist auch wahr, denn die beiden Funktionen



10 Kapitel 1: Grundlagen

A(« ;0,)\(0;/@,5)) und A(-;k,&) sind Losungen des Anfangswertproblems 2/ = f(k,x),
z(o) = Ao; K, €). Sie stimmen daher nach Satz 1.2.4 auf dem Schnitt ihrer Definitionsbe-
reiche, nach (1.7) also auf I,,4, (0, A(o; n,&)), iiberein. O

Ist speziell X = R, so ist eine homogene lineare Differenzengleichung durch
' = A(k)z (1.9)

mit einer Matrizenfunktion A : I — RV*N (T ein Z-Intervall) gegeben. Die Ubergangsma-
trizen von (1.9) sind durch

1 k=&
O(k,k) =4 Alk—1)---A(k) D k>kK
AR L A—-1D7Y 0 kE<k

definiert, wobei der Fall £ < s nur dann erkldrt ist, wenn die Matrizen A(l) fiir alle
l € {k,...,k — 1} invertierbar sind. Offensichtlich gilt folgender Zusammenhang zur allge-
meinen Losung von (1.9):

Mk;k,€) = ®(k, k)¢ fiir alle (k,€) € I x RY und k € Lo (k, ).

Ist I =Z, so ist ein invarianter Projektor fiir das lineare System (1.9) eine Matrizenfunk-
tion P : Z — RNXN fiir die

P(k)* = P(k),
P(k+1)A(k) = A(k)P(k) firalle ke Z

gilt. Ist (1.9) invertierbar, so haben die Matrizen P(k) (k € Z) wegen P(k + 1) =
A(k)P(k)A~L(k) fiir alle k € Z den gleichen Rang. Wir bezeichnen ihn mit rk P. Wir
sagen, dass das lineare System (1.9) kinematisch #hnlich zum linearen System

y' = B(k)y (1.10)

(B : Z — RN*N) ist, falls es eine Funktion S : Z — RY*¥ invertierbarer Matrizen S(k)
(k € Z) mit

|S| := max { sup {||S(k)| : k € ZY,sup {||STHE)|| : k € Z}} < oo
gibt, so dass
B(k)=S(k+1)Ak)S™ (k) fir alle k € Z

erfiillt ist. Das lineare System (1.10) erhdlt man durch die Transformation y = S(k)x aus
(1.9).

Wir beschliefen diesen Abschnitt, indem wir das Verhalten von Lésungen einer Differen-
zengleichung relativ zu einer Referenzlosung untersuchen.

1.2.7 Satz (Differenzengleichung der gestdorten Bewegung): Gegeben seien
eine Funktion f : D C Z x RN — RY und eine nichtautonome Differenzengleichung

2 = f(k,z) (1.11)
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mit einer Lésung A : I — RN . Mit der sogenannten Differenzengleichung der gestérten
Bewegung

o' = f(k,x+AKk)) — f(kA(k)) (1.12)

gelten dann folgende Aussagen:

(i) Ist v:J — RV eine Losung von (1.11) und ist I N.J # 0, so ist p := v — X eine
Losung von (1.12) auf I N J.

(i3) Ist p: J — RN eine Losung von (1.12), so ist v := p+ A eine Lésung von (1.11).

Beweis: (i) Fiir alle £ mit {k,k+ 1} C I NJ gilt
pk+1) = vk+1)=Ak+1) = f(k,v(k)) — f(k,Ak))
p:INJ— RY ist daher eine Losung von (1.12).
(ii) Fur alle £ mit {k,k+ 1} C J gilt
vik+1) = plk+1)+Xk+1) = f(k,nk)+ k) — F(k, X&) + f(k,A(k))
= f(k,v(k)).
v:J — RV ist daher eine Losung von (1.11). (]

1.3 Gewdhnliche Differenzialgleichungen

In diesem Abschnitt wird erstmals in dieser Arbeit die enge strukturelle Verwandtschaft
von Differenzen- und Differenzialgleichungen deutlich. Wir fithren den Begriff der Diffe-
renzialgleichung ein und geben die Analoga zu den Satzen des vorherigen Abschnitts an.
Fiir die Beweise der Sétze sei auf AULBACH [3] verwiesen.

1.3.1 Definition: Gegeben sei eine Funktion f : D ¢ RxRY — RY. Eine Gleichung
der Form

i = f(t,x) (1.13)

nennen wir (nichtautonome) Differenzialgleichung. Ist I C R ein offenes Intervall, so
heifit eine differenzierbare Funktion \ : I — RY Lésung der Differenzialgleichung
(1.13), wenn (t,\(t)) € D fiir alle t € I und die Identitét

_dA

At) == T

(t) = f(t, A(t)) firalle tel

erfiillt ist.

Die Kombination aus der Differenzialgleichung (1.13) und einer Anfangsbedingung x(7) = &
mit (7,€) € D nennen wir ein Anfangswertproblem. Eine Losung eines Anfangswertpro-
blems ist eine Losung A : I — RY der Differenzialgleichung (1.13) mit 7 € I und A(7) = &.
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Ist die Funktion f unabhingig von ¢, so bezeichnen wir (1.13) als eine autonome Differen-
zialgleichung. Der folgende Satz besagt, dass nichtautonome Differenzialgleichungen durch
eine Dimensionserh6hung dquivalent in autonome Differenzialgleichungen umgeschrieben
werden konnen.

1.3.2 Satz (nichtautonome als spezielle autonome Differenzialgleichun-
gen): Gegeben seien eine Funktion f : D C R x RN — R¥ und die nichtautonome
Differenzialgleichung

T = f(t,x). (1.14)
Mit der dazugehérigen autonomen Differenzialgleichung

5= (1.15)

g = f(s9) '

gilt dann:
(i) Ist A: I — RY eine Losung von (1.14), so ist (1, p2) : I — RxRN ¢ — (¢, A(t))
eine Losung von (1.15).
(ii) Ist (v1,v2) : I — R x RY eine Lésung von (1.15) und ist v1(7) = 7 fiir ein 7 € I,
so ist vy : I — RN eine Losung von (1.14).

Beweis: siche AULBACH [3, Satz 3.1.6, S. 108]. O

Wie bei autonomen Differenzengleichungen ist die zeitliche Translation einer Losung einer
autonomen Differenzialgleichung wieder eine Losung.

1.3.3 Satz (Translationsinvarianz): Gegeben sei eine autonome Differenzialglei-
chung

i = f(z) (1.16)

mit einer Funktion f : D ¢ RY — RN, Ist A\ : I — RY eine Losung von (1.16),
so ist fiir alle T € R die auf dem Intervall {t € R : t + 7 € I} erklirte Funktion
w(t) := A(t + 7) eine Lésung von (1.16).

Beweis: siche AULBACH |3, Satz 1.1.22, S. 12]. O

Fiir die eindeutige Losbarkeit von Differenzialgleichungen ist der Begriff der Lipschitz-
Stetigkeit, der in der folgenden Definition prézisiert wird, von fundamentaler Bedeutung.

1.3.4 Definition: Gegeben sei eine Funktion g : D ¢ RM+N — RE . Gibt es dann
eine Konstante L > 0 mit

lg(s,z) —g(s,y)ll < Lz =yl fiir alle (s, ), (s,y) € D,
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so sagt man, die Funktion g(s,x) geniigt auf D einer (globalen) Lipschitz-Bedingung
beziiglich x (mit der Lipschitz-Konstanten L). Wenn es zu jedem Punkt in D eine
Umgebung U gibt, so dass die Einschrinkung von g(s,z) auf U N D einer Lipschitz-
Bedingung geniigt, so heifit g(s,x) Lipschitz-stetig beziiglich x.

Im folgenden Satz formulieren wir Bedingungen, die die eindeutige Losbarkeit eines An-
fangswertproblems garantieren. Der Beweis dieses Satzes ist ungleich komplizierter als der
Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 1.2.4 fiir Differenzengleichungen.

1.3.5 Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz): Gegeben sei eine Differenzial-
gleichung

z = f(t,x), (1.17)

wobei die fiir alle (t,z) € D auf einer offenen Menge D C RV erklirte Funktion
f : D — R stetig und beziiglich « Lipschitz-stetig sei. Dann gibt es eine Funktion
A:Q CRx D — RN mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir jedes (1,§) € D ist die Menge Iq.(7,&) := {t eR: (t,1,8 € Q} ein T
enthaltendes offenes Intervall. Die Funktion \(-,7,&) : Imaz(1,€) — RY ist eine
Losung des Anfangswertproblems

= f(t,x), =(r)=¢. (1.18)

(ii) Ist v :J — RN eine weitere Lésung des Anfangswertproblems (1.18), so ist v die
Einschrdnkung der in (i) beschriebenen Losung auf das Intervall J und es gilt
J C Inaa(7,8).

Die Funktion A\ nennen wir die allgemeine Losung der Differenzialgleichung (1.17).

Beweis: siche AULBACH [3, Satz 2.4.1, S. 71]. O

Die Aussage (ii) des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes rechtfertigt es, die Losung A(-; 7, &)
((7’, €) € D) als die maximale Losung des Anfangswertproblems x(7) = £ zu bezeichnen.
Da A(-;7,&) auch der Anfangsbedingung x(o) = A(o; 7, ) geniigt, ist es plausibel, dass die
beiden Funktionen A(-; 7, &) und )\( o, Mo, {)) identisch sind. Dies ist die Kernaussage
des folgenden Satzes.

1.3.6 Satz (Kozyklus-Eigenschaft der allgemeinen Lésung): Unter den Vo-
raussetzungen von Satz 1.3.5 sei (1,€) ein beliebiger Punkt aus D. Dann gelten fiir
jedes 0 € gy (1,€) die Beziehungen

Imax(a,)\(a;T,f)) = Lna(1,8), (1.19)
MtioNo57,8)) = At;7,€)  fiir alle t € Lyaa(T,§). (1.20)

Die Identitét (1.20) nennen wir die Kozyklus-Eigenschaft der allgemeinen Losung.

Beweis: siche AULBACH [3, Satz 2.6.5, S. 95]. O
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Der folgende Satz gibt eine Bedingung an, unter der der Definitionsbereich €2 der allge-
meinen Losung maximal ist.

1.3.7 Satz (Linear beschrinkte rechte Seite): Hat die stetige und beziiglich x
Lipschitz-stetige rechte Seite f : D — RY einer Differenzialgleichung & = f(t, ) einen
Definitionsbereich der Form

D = (a,b) xRY mit —oo<a<b< oo,
und ist f linear beschrinkt, d.h. gilt eine Abschétzung der Form
|f(t, z)|| < pt)||z|| + o(t) fiir alle t € (a,b) und x € RY
mit stetigen Funktionen p, o : (a,b) — Ra“, so ist der Definitionsbereich ) der all-

gemeinen Lésung maximal: Es gilt Q = (a,b) X D und I . (7,§) = (a,b) fiir jedes
7€ (a,b) und £ € RV,

Beweis: siehe AULBACH [3, Satz 2.5.6, S. 87]. O
Eine wichtige Klasse der linear beschriankten Differenzialgleichungen sind die homogenen
linearen Differenzialgleichungen. Eine solche Differenzialgleichung ist durch

&= At)z (1.21)

mit einer stetigen Matrizenfunktion A : I — RV*N (I € R ein Intervall) gegeben. Wie
in AULBACH [3, Kapitel 6] bewiesen wird, iibertrégt sich die Linearitdt der rechten Seite
auf die allgemeine Losung: Es existiert eine Abbildung ® : I x I — RV*Y | die sogenannte
Ubergangsmatriz von (1.21), deren Zusammenhang zur allgemeinen Lésung von (1.21)
durch die Beziehung

At;7,6) = ®(t, 7)€ fiir alle t,7 € [ und € € RY

gegeben ist. Ist I = R, so ist ein invarianter Projektor fiir das lineare System (1.21) eine
Matrizenfunktion P : R — RV*N_ fiir die

P(t)? = P(1),
P(t)®(t,s) = &(t,s)P(s) firalle t,seR
gilt. Die Matrizen P(t) (¢t € R) haben wegen P(t) = ®(t,s)P(s)®(s,t) und der Invertier-

barkeit von ®(¢, s) fiir alle ¢,s € R den gleichen Rang. Wir bezeichnen ihn mit rk P. Wir
sagen, dass das lineare System (1.21) kinematisch dhnlich zum linearen System

y=B(t)y (1.22)

(B : R — RN¥*N) st falls es eine differenzierbare Funktion S : R — RV*¥ invertierbarer
Matrizen S(t) (¢t € R) mit

S| := max { sup {||S(®)[| : t € R}, sup {||S™'(#)|| : t € R}} < o0



1.4 Dynamische Systeme 15

gibt, so dass

B(t) = S(t)S™L(t) + S(t)A(t)S™L(t) fiir alle t € R
erfiillt ist. Das lineare System (1.22) erhélt man durch eine Transformation y = S(¢)x aus
(1.21).

Zum Abschluss dieses Abschnitts beschéftigen wir uns noch mit der Differenzialgleichung
der gestorten Bewegung, mit der das Losungsverhalten relativ zu einer Referenzlésung
untersucht werden soll.

1.3.8 Satz (Differenzialgleichung der gestérten Bewegung): Gegeben sei eine
Funktion f : D € R x RN — R" und eine nichtautonome Differenzialgleichung

i = f(t,z) (1.23)

mit einer Lésung A : I — RN . Mit der sogenannten Differenzialgleichung der gestérten
Bewegung

i = f(t,x+ A1) — f(t, A1) (1.24)

gelten dann folgende Aussagen:

(i) Ist v:J — RV eine Losung von (1.23) und ist I N.J # 0, so ist p := v — X eine
Losung von (1.24) auf I N J.

(ii) Ist p: J — RN eine Lésung von (1.24), so ist v := p+ X eine Losung von (1.23).

Beweis: analog Satz 1.2.7. 0

1.4 Dynamische Systeme

Der Begriff des dynamischen Systems ist geeignet, die strukturellen Gemeinsamkeiten von
autonomen Differenzen- und Differenzialgleichungen zusammenzufiihren. Wir werden in
dieser Arbeit - wann immer moglich - Resultate, die fiir autonome Differenzen- und Diffe-
renzialgleichungen gelten, in der Allgemeinheit von dynamischen Systemen formulieren.

1.4.1 Definition: Ein dynamisches System (DS) auf einer Menge X mit der Zeit
T (= R,R{,Z,Z7) ist durch eine Abbildung ¢ : D C T x X — X mit den folgenden
FEigenschaften gegeben:

(i) Das maximale Existenzintervall Dyqz(z) := {¢t € T : (t,x) € D} fiir z € X ist
entweder leer oder ein offenes T-Intervall, das 0 € T enthéilt.

(ii) Fiir alle t,s € T und x € X mit § € Dyae(z) und t + s € Dpar(z) gilt t €
Dmax(ap(s,x)) und

‘P(O’x) = T,
o(t+s,x) = go(t,go(s,x)).
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Die Menge X eines dynamischen Systems bezeichen wir als Phasenraum. Hat X die Struk-
tur eines topologischen Raums, so nennen wir ein dynamisches System stetig, falls die Ab-
bildung ¢(t,-) : {# € X : (t,x) € D} — X fiir alle ¢ € T stetig ist. Zur Verallgemeinerung
der maximalen Existenzintervalle setzen wir fiir eine beliebige Teilmenge M von X

Dma;r(M) = ﬂ Dmaw(x>-
xzeM

Die folgenden zwei Beispiele zeigen, dass dynamische Systeme von autonomen Differenzen-
und Differenzialgleichungen erzeugt werden.

1.4.2 Beispiele:
(i) Gegeben sei eine autonome Differenzengleichung
' = f(x) (1.25)

mit einer Menge X und einer Funktion f: D C X — X. Mit T := ZE)" (oder T :=7Z
bei Invertierbarkeit von (1.25)) wird ein dynamisches System erzeugt, falls man

o(t,z) == A(¢t; 0, x)

fir alle (t,2) € T x D mit t € L,;,4,(0, ) definiert.

Beweis: Nach Satz 1.2.4 ist Dz (x) = {t eT:te Imw(O,x)} ein 0 € Z ent-
haltendes Z-Intervall und es gilt ¢(0,2) = A(0;0,z) = z fiir alle z € D. Weiterhin

gilt
et+s,x) = Mt+s;0,2) (LD /\(t + 558, A(s;0, x)) 123 )\(t; 0, A(s;0, :v))
= ot ¢(s,2))
fiir alle t,s € T und © € D mit s € Dy(z) und t + s € Dipge (). O

(ii) Ebenso zeigt man, dass einer autonomen Differenzialgleichung
&= f(x)

mit einer Funktion f : D € RY — R¥, die den Voraussetzungen des Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes 1.3.5 geniigt, ein dynamisches System zugeordnet ist. Es gilt
T=R, X =R" und

o(t,x) = A(t;0,2)

fir alle (t,2) € R x D mit t € Iyq.(0, 2).

1.5 Nichtautonome dynamische Systeme

In diesem Abschnitt fithren wir den relativ neuen Begriff des nichtautonomen dynamischen
Systems ein, der sich aus der Theorie der zufilligen dynamischen Systeme entwickelt hat
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(siehe ARNOLD [1]). Wie wir sehen werden, sind Differenzen- und Differenzialgleichungen
spezielle nichtautonome dynamische Systeme.

1.5.1 Definition: FEin nichtautonomes dynamisches System (NDS) auf einer Menge
X mit der Zeit T (= R, ]Rar, Z, Zg) und der Basismenge P ist ein Paar von Abbildungen
@:TxP—P,o:DCTxPxX — X) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) 0 ist ein dynamisches System.

(i) Das maximale Existenzintervall Dy,q0(p,z) := {t € T : (t,p,z) € D} firp € P
und x € X ist entweder leer oder ein offenes T-Intervall, das 0 € T enthélt.

(iii) ¢ ist ein Kozykel iiber 6, d.h. fiir alle t,s € T und (p,x) € P x X mit s €
Dmaw(pa .’IJ) und t + s € Dmax(pax) gilt t € Dy (9(8710)7 W(sapvx)) und

©0,p,x) = =,
e(t+s,p,x) = ¢(t0(s,p),0(s,p,x)).

Wir bezeichnen die Menge X eines nichtautonomen dynamischen Systems als Phasenraum.
Das kartesische Produkt P x X nennen wir auch erweiterten Phasenraum. Hat X die
Struktur eines topologischen Raums, so heifit (6, ) stetig, falls fiir alle t € T und p € P
die Abbildung ¢(t,p,-) : {m € X : (t,p,x) € D} — X stetig ist. Zur Verallgemeinerung
der maximalen Existenzintervalle definieren wir fiir p € P und M C X

Dmaz(pv M) = m Dmax(p,x)-
zeM

Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir statt 6(t,p) auch 6;p. Fiir (¢, p, ) verwenden
wir auch die Notation ¢(t, p)x.

Die folgenden zwei Beispiele zeigen, dass nichtautonome dynamische Systeme von nicht-
autonomen Differenzen- und Differenzialgleichungen erzeugt werden.
1.5.2 Beispiele:

(i) Gegeben sei eine nichtautonome Differenzengleichung
2 = f(k,x) (1.26)

mit einer Menge X und einer Funktion f: D CZx X — X. Mit P:=7Z, T := Z(‘)F
(oder T := Z bei Invertierbarkeit von (1.26)) und dem Zeitshift 6 : T x P — P,
(t,s) — t+ s, wird ein nichtautonomes dynamisches System erzeugt, falls man

o(t,p,x) := At + p; p, )
fiir alle (t,p,x) € T x D mit t + p € Lnaz(p, x) definiert.

Beweis: Nach Satz 1.2.4 ist Dyaq(p, z) 1= {t €ET:t+p € Lna(p, x)} ein 0 € Z
enthaltendes Z-Intervall und es gilt ¢(0,p,z) = X(p;p,z) = = fur alle (p,z) € D.
Weiterhin gilt

o(t+s,p,xr) = MNt+s+p;p,7) = AMt+s+p;s+p,A(s+p;p,x))

= A(t+0(s,p);0(s,p), (s, p, 2)) = @(t,0(s,p), (s, p, ))
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fir alle t,s € T, (p,z) € D mit s € Dypgaz(p,x) und t + s € Dypas(p, ). O

(ii) Ebenso zeigt man, dass einer nichtautonomen Differenzialgleichung

T = f(t,x)

mit einer Funktion f : D € R x RV — R¥_ die den Voraussetzungen des Existenz-
und Eindeutigkeitssatzes 1.3.5 geniigt, ein nichtautonomes dynamisches System zu-
geordnet ist. Es gilt T =P =R, X =RY, 0(t,5) =t + s fiir alle ¢, s € R und

o(t,p,x) = At +p; p, 7)
fiir alle (¢,p,x) € R x D mit ¢t + p € I ez (p, ).

Neben Differenzen- und Differenzialgleichungen erzeugen auch zuféllige und stochastische
Differenzen- und Differenzialgleichungen, wie in ARNOLD [1] gezeigt wird, nichtautono-
me dynamische Systeme. Dariiber hinaus sind Kontroll-Systeme und bestimmte partielle
Differenzialgleichungen spezielle nichtautonome dynamische Systeme. Ferner lassen sich
dynamische Gleichungen auf Zeitskalen in das Konzept der nichtautonomen dynamischen
Systeme einbetten (siehe SIEGMUND [35]).

Ein nichtautonomes dynamisches System (# : Tx P — P, ¢ : D C Tx P x X — X) ist
auch ein spezielles dynamisches System ¢ : D C T x P x X — P x X mit
U(t,p,x) = (0(t,p), o(t, p,x))

auf dem Phasenraum P x X, denn es gilt fir alle t,s € T und (p,z) € P x X mit
ERS Dmaz(pa l’), t+se Dmax(pa ZE):

¥(0,p,z) = (0(0,p),¢(0,p,2)) = (p,x),
D(t+s,pa) = (0(t+sp)ot+s.pa)) = (0t0(s0). ot 0(s,p), ¢(s,2)))
b (t,9(s,p,2)).
Man bezeichnet dieses dynamische System auch als den Schiefproduktfluss des nichtauto-
nomen dynamischen Systems (6, ¢) (siche SACKER, SELL [32]).

Das folgende Lemma charakterisiert Schiefproduktfliisse nichtautonomer dynamischer Sys-
teme, die von Differenzen- oder Differenzialgleichungen erzeugt sind.

1.5.3 Lemma (Schiefproduktfluss ist von autonomisierter Gleichung er-
zeugt): Gegeben sei eine nichtautonome Differenzen- oder Differenzialgleichung

' = f(k,x) oder &= f(t,x) (1.27)

und die dazugehdrige autonomisierte Gleichung (1.3) oder (1.15). Dann ist der Schief-
produktfluss 1) des von (1.27) erzeugten nichtautonomen dynamischen System (6, )
identisch mit dem dynamischen System, das aus (1.3) bzw. (1.15) hervorgeht.

Beweis: Seien ) die allgemeine Losung von System (1.27) und I,,4.(p, ) die dazugehori-
gen Existenzintervalle fiir (p,z) € P x X. Aufgrund der Sétze 1.2.2 oder 1.3.2 ist durch

S\(t; T, (p,a;)) = (t —T+p, ANt —T —i—p;p,a:))
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fiir alle (t,7,p,z) € P3 x X mit t — 1 + P € Ijaz(p, x) die allgemeine Losung des Systems
(1.3) oder (1.15) erklért, denn es gilt A(7;7, (p,z)) = (p, z). Fiir das hieraus entstandene

dynamische System v gilt

Gt (,2) 2250, (0,2)) = (4 p,AE+pip,2) "2 (00, p), 0(t, p, 7))

fiir alle (¢,p,2) € T x P X X mit t 4+ p € Imaz(p, x). Offensichtlich gilt 1) = 1. O






Kapitel 2

Attraktoren

Attraktoren sind wichtige Hilfsmittel zur Beschreibung des Langzeitverhaltens dynami-
scher Systeme und nichtautonomer dynamischer Systeme. Sie sind Teilmengen des Pha-
senraums oder des erweiterten Phasenraums und wirken in einer gewissen Weise auf eine
Umgebung (lokale Attraktoren) oder auf den gesamten Raum (globale Attraktoren) an-
ziehend.

In diesem Kapitel fithren wir grundlegende Begriffe zu Attraktoren ein und besprechen
diese anhand von Beispielen. Hierbei verzichten wir auf die klassische Forderung der Kom-
paktheit eines Attraktors und untersuchen, inwieweit Zusatzbedingungen an den Attrak-
tor eine sinnvolle Begriffsbildung erméglichen. Wir unterscheiden grundsétzlich zwischen
autonomen Attraktoren dynamischer Systeme (Abschnitt 2.1) und nichtautonomen At-
traktoren nichtautonomer dynamischer Systeme (Abschnitt 2.2).

Einen Uberblick iiber die klassischen Attraktorbegriffe gibt die parallel zu dieser Diplom-
arbeit entstandene Staatsexamensarbeit von SIENZ [39].

2.1 Autonome Attraktoren

Grundlegend fiir diesen Abschnitt ist ein dynamisches System ¢ : D C T x X — X,
dessen Phasenraum ein metrischer Raum (X, d) ist. Bevor wir erkldren kénnen, was wir
unter einem Attraktor verstehen, miissen wir einige neue Begriffe einfiithren.

2.1.1 Definition: Eine Teilmenge A des Phasenraums X heifit invariant, falls
Dinaz(A) = T und die Gleichung

p(t,A)=A firalleteT

erfiillt ist.

Die Menge aller Ruhelagen R := {z € X : ¢(t,z) =z fiir alle ¢ € T} ist ein einfaches
Beispiel fiir eine invariante Menge. Beliebige Vereinigungen invarianter Mengen sind wieder
invariant.
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Die invarianten Mengen, auf die wir in dieser Arbeit unser Augenmerk legen und die wir als
Attraktoren nachweisen wollen, miissen zwar nicht kompakt sein, sollten sich jedoch aus
einer kompakten Menge in Vorwiértszeit durch den Fluss ¢ erzeugen lassen. Die folgende
Definition beschreibt diese Eigenschaft:

2.1.2 Definition: FEine invariante Menge A C X heifit kompakt erzeugbar mit Er-
zeuger K, falls es eine kompakte Menge K C X gibt, so dass fiir jede kompakte Menge
C C X eine Zahl T (K,C) > 0 mit

e(t,ANK)DANC firallet>7T(K,C)

existiert.

Zur Veranschaulichung dieser auf den ersten Blick abstrakten Definition betrachten wir
das folgende Beispiel:

2.1.3 Beispiel: Gegeben sei die ebene autonome lineare Differenzialgleichung

r = -z
y = v
Fiir das hieraus erzeugte dynamische System gilt
<p(t, (5,7])) = (¢e7t net) fiir alle t € R und (£,n) € R?. (2.1)

Offensichtlich sind die stabile Mannigfaltigkeit W* := R x {0} und die instabile Mannigfal-
tigkeit W* := {0} x R invariante Mengen. Jede kompakte Nullumgebung ist Erzeuger von
W da der Fluss auf W* ,nach auflen“ geht und daher jeder kompakte Teil von W* in
Vorwirtszeit ,erreicht* werden kann. Einen formalen Nachweis fiir diese Aussage fithren
wir in Kapitel 6, wo wir unter gewissen Voraussetzungen instabile Mannigfaltigkeiten als
Attraktoren nachweisen. Da der Fluss auf der stabilen Mannigfaltigkeit ,nach innen* geht,
ist W* nicht kompakt erzeugbar.

2.1.4 Bemerkungen:
(i) Eine kompakte und invariante Menge ist kompakt erzeugbar.

(ii) Der Erzeuger einer kompakt erzeugbaren Menge ist nicht eindeutig bestimmt. Bei-
spielsweise ist jede kompakte Obermenge eines Erzeugers ein weiterer Erzeuger.

(iii) Ist K ein Erzeuger von A, so gilt
A={Jet, ANK).

t>0

In der folgenden Definition wird fiir eine nichtleere, invariante und abgeschlossene Menge
A ein Attraktionssystem eingefiihrt, das alle kompakten Mengen des Phasenraums enthélt,
die von A in einer gewissen Weise angezogen werden.

2.1.5 Definition: Gegeben sei eine nichtleere, invariante und abgeschlossene Menge
A C X. Unter D(A) verstehen wir die Menge aller kompakten Mengen C C X, fiir
die sup Dyaq(C) = 0o und
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Jim d((t,C)14) =0 22)

gilt. Wir nennen D(A) das Attraktionssystem von A.

2.1.6 Bemerkung: Das Attraktionssystem einer nichtleeren, invarianten und abge-
schlossenen Menge A ist stets nichtleer, da jede kompakte Teilmenge von A ein Element
von D(A) ist.

2.1.7 Beispiel: Fiir die Differenzialgleichung aus Beispiel 2.1.3 folgt aus (2.1), dass das
Attraktionssystem der instabilen Mannigfaltigkeit W* jede kompakte Menge C' C R?
enthélt.

Wir kénnen nun erkldren, was wir unter lokalen und globalen Attraktoren verstehen:

2.1.8 Definition: FEine nichtleere, invariante, abgeschlossene und kompakt erzeug-
bare Menge A heifit lokaler D(A)-Attraktor, falls es eine Menge C' € D(A) mit

d(C|A) > 0 (2.3)

gibt. Ist iiberdies noch D(A) = {C C X : C ist kompakt}, so nennen wir A einen
globalen Attraktor.

2.1.9 Bemerkungen:

(i) In der Literatur, siehe beispielsweise ROBINSON [29], wird von Attraktoren vielfach
Kompaktheit gefordert. In dieser Arbeit mochten wir diese Bedingung abschwéchen,
indem wir nur die Abgeschlossenheit und die kompakte Erzeugbarkeit eines Attrak-
tors voraussetzen, denn wir wollen im Rahmen der Theorie zur Approximation von
nichtautonomen Mannigfaltigkeiten unbeschrinkte Mengen als Attraktoren nachwei-
sen.

(ii) Die Bedingung (2.3) stellt sicher, dass es auch Mengen im Attraktionssystem geben
muss, die nicht ganz im Attraktor liegen. Sie ist jedoch schwicher als die vielfach in
der Literatur geforderte Existenz einer Fundamentalumgebung, die eine Umgebung
des Attraktors ist und die im Sinne von (2.2) angezogen wird. Betrachten wir hierzu
die skalare Differenzengleichung

/
z =e"z.

Das Attraktionssystem der invarianten und abgeschlossenen Menge A := {0} be-
steht aus den kompakten Teilmengen von R, die keine positiven Zahlen enthalten; es
gibt also keine Fundamentalumgebung, wir bezeichnen A jedoch als lokalen D(A)-
Attraktor.

Der folgende Satz besagt, dass autonome Attraktoren eindeutig sind.

2.1.10 Satz (Eindeutigkeit von autonomen Attraktoren): Gegeben seien zwei
D-Attraktoren A und B. Dann gilt A = B.
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Beweis: Es gilt D = D(A) = D(B). Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen A # B
an. Sei K ein gemeinsamer Erzeuger von A und B. Dann existiert fiir jede kompakte
Menge C C X eine Zahl 7 (K,C) > 0 mit

e(t, ANK)D ANCund ¢(t, BNK) D> BNC firalle t>7(K,C).

Aus A # B folgt hiermit A N K # BN K, also ist ohne Einschrinkung die Menge
M := (A\ B) N K nichtleer und als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge K
kompakt. Wiederum existiert wegen der kompakten Erzeugbarkeit eine Zahl 7 (K, K) > 0
mit

et,ANK)DANK firalle t >7T(K,K).

Hieraus folgt fiir alle t > 7 (K, K)

o(t,(A\B)NK) D> ¢(t,(A\B)NK) D (A\B)NK,

denn aus z € (A\ B)N K folgt x € ANK C ¢(t, ANK) und = ¢ ¢(t, B) = B, schliefilich
also z € ¢(t,(A\ B) N K) fiir alle t > 7T(K, K). Hieraus erhalten wir

d(p(t,M)|B) > d((A\ B)NK|B) >0 fiiralle t > T(K, K)

und damit M ¢ D(B). Wegen M C A gilt jedoch die widerspriichliche Aussage M € D(A).
Es folgt die Gleichheit der beiden Attraktoren A und B. O
Das folgende Beispiel zeigt, dass ohne die Forderung der kompakten Erzeugbarkeit keine
Eindeutigkeit von Attraktoren zu erzielen ist.
2.1.11 Beispiel: Die ebene autonome Differenzialgleichung

z = 1

= 7Y

erzeugt ein global definiertes dynamisches System mit
e(t,(&,m) = (E+t,me”") fir alle t € Rund (¢,n) € R (2.4)

Fiir no € R ist die Menge A, := {(t, noe”t) i t € R} eine invariante und abgeschlossene
Trajektorie des Systems. Wir weisen nun nach, dass A, nicht kompakt erzeugbar ist und
dass das Attraktionssystem D(A,,,) maximal ist:

Hierzu nehmen wir an, A, sei kompakt erzeugbar mit Erzeuger K. Da K beschrankt ist,
gibt es eine reelle Konstante M mit ((—oo, M] x R) N K = (. Aufgrund (2.4) gilt

0 = ((—oo,M]xR)Ne(tK)
= ((—oo, M] xR) Ne(t, Ay, NK) fiir alle ¢ > 0.

Mit C := {(M,noe M)} C Ay, folgt hieraus (A,, N C) N¢(t, Ay N K) =0 fiir alle t >0
im Widerspruch zur kompakten Erzeugbarkeit.

Zum Nachweis von D(4,,) = {C C R?: C ist kompakt} wihlen wir eine kompakte Menge
C C R2. Fiir ein beliebiges ¢ > 0 existiert dann ein zg € R, so dass fiir alle > zg die



2.2 Nichtautonome Attraktoren 25

Beziehung [noe*| < § erfiillt ist. Da C beschriinkt ist, gibt es Konstanten M,, M, € R
mit C C (=M, M) x (=M, My). Aus (2.4) folgt dann

p(t,C) C p(t, (—My, My) x (—My, My))
= (=M, +t, My +1t) x (—Mye™ ", Mye™).
Es existiert also ein ¢y > 0 mit
@(t,C) C (w9, 00) x Ug(0) fiir alle ¢ > to.
Fiir alle (z,y) € ¢(t,C) (t > to) gilt daher
(), (2,00 ™) = ly = moe™"| < [y| + e ™| < S+ 5 = <.

Hieraus folgt d((z,y), Ay,) < €, was nach Maximumsbildung iiber die kompakte Menge
¢(t,C) (siche Lemma 1.1.1) d(¢(t,C)|A,,) < e impliziert. Es gilt daher C' € D(4,,).

2.1.12 Beispiel: Die instabile Mannigfaltigkeit W" der Differenzialgleichung aus Bei-
spiel 2.1.3 ist der globale Attraktor des Systems, denn sie ist kompakt erzeugbar und ihr
Attraktionssystem ist nach Beispiel 2.1.7 maximal.

2.2 Nichtautonome Attraktoren

Ziel dieses Abschnittes ist die Einfiihrung eines Attraktorbegriffs fiir nichtautonome dy-
namische Systeme (§ : Tx P — P, ¢: D C T x P x X — X) mit einer Basismenge P und
einem metrischen Raum (X, d). Ist (6, ) nicht invertierbar, d.h. T = ZJ oder T = R{, so
setzen wir voraus, dass sich 6 zu einem dynamischen System auf T x P mit T = Z, R erwei-
tern lasst. Dies ist bei allen bekannten Beispielen fiir nichtautonome dynamische Systeme
moglich.

Beim Ubergang von der autonomen zur nichtautonomen Situation ist das Blickfeld vom
Phasenraum auf den erweiterten Phasenraum zu richten. Nichtautonome Attraktoren sind
daher Teilmengen des erweiterten Phasenraums, genauer nichtautonome Mengen. Dieser
neue Begriff wird in der folgenden Definition prézisiert:

2.2.1 Definition: FEine Teilmenge A des erweiterten Phasenraums P x X heif3t nicht-
autonome Menge, falls fiir alle p € P

Alp) :={z e X : (p,x) e A} #10

erfiillt ist. A(p) nennt man p-Faser von A oder Faser von A iiber p.

Wir betrachten in diesem Abschnitt vor allem folgende Eigenschaften nichtautonomer
Mengen.

2.2.2 Definition: Eine nichtautonome Menge A heifit

(i) invariant, falls Dz (p, A(p)) = T und ¢(t, p)A(p) = A(6:p) fiir alle t € T und
p € P gilt;
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(ii) abgeschlossen, falls A(p) C X fiir alle p € P abgeschlossen ist;
(#ii) kompakt, falls A(p) C X fiir alle p € P kompakt ist.

Wie bei autonomen Attraktoren ist die kompakte Erzeugbarkeit eine wichtige Forderung
an einen nichtautonomen Attraktor. Die entsprechende nichtautonome Definition ist wie
folgt gegeben:

2.2.3 Definition: Fine invariante nichtautonome Menge A heifit kompakt erzeugbar
mit Erzeuger K, falls es eine kompakte Menge K C X mit der Eigenschaft gibt, dass
fiir jede kompakte Menge C C X eine Zahl T (K,C) > 0 existiert, so dass fiir jedes
p € P die Beziehung

0(t,0_p)(A(0_p) N K) D A(p)NC fiir alle ¢ > T(K,C) (2.5)

erfiillt ist.

Anschaulich bedeutet die kompakte Erzeugbarkeit der nichtautonomen Menge A, dass
jeder kompakte Teil jeder Faser von A durch das nichtautonome dynamische System aus
der kompakten Menge K in Vorwértszeit ,erzeugt® wird.

2.2.4 Bemerkungen:

(i) Im Gegensatz zur autonomen Situation (sieche Bemerkung 2.1.4 (i)) ist eine invariante
und kompakte nichtautonome Menge im Allgemeinen nicht kompakt erzeugbar. Wir
betrachten hierzu die Losungskurve A = {(t,&e") : t € R} (£ € R\ {0}) des
nichtautonomen dynamischen Systems, das aus der skalaren Differenzialgleichung
& = —z hervorgeht. Fiir jede kompakte Menge K C R gibt es eine Zahl 7 < 0 mit
Ae(t)N K =0 fir alle t < 7. A ist daher nicht kompakt erzeugbar.

(ii) Jede kompakte Obermenge eines Erzeugers einer kompakt erzeugbaren Menge A ist
wieder ein Erzeuger von A.

(iii) Ist K ein Erzeuger von A, so gilt fiir jedes p € P

Ap) = |J ¢(t,0-p) (A(0_1p) N K).

t>0

In der nichtautonomen Theorie wird zwischen zwei verschiedenen Attraktionsarten,
ndmlich der Pullback- und der Forward-Attraktion, unterschieden. Demzufolge werden
in der nédchsten Definition zwei verschiedene Attraktionssysteme einer invarianten und
abgeschlossenen nichtautonomen Menge eingefiihrt.

2.2.5 Definition: Gegeben sei eine invariante und abgeschlossene nichtautonome
Menge A. Sei Dp(A) die Menge aller kompakten nichtautonomen Mengen Cp, fiir die
sup Diaz (p, Cp(p)) = oo und

1tlim d(p(t,0_p)Cp(0_sp)|A(p)) =0 fiir alle p € P (2.6)
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gilt. Wir nennen Dp(A) das Pullback-Attraktionssystem von A.
Ferner sei mit Dp(A) die Menge aller kompakten nichtautonomen Mengen Cr be-
zeichnet, fiir die sup Dmaz (p, C’F(p)) = oo und

tlim d(e(t,p)Cr(p)|A(6p)) =0 fiir alle p € P (2.7)

gilt. Wir nennen Dp(A) das Forward-Attraktionssystem von A.

Ohne Umschweife - fiir ein Beispiel zu den Attraktionssystemen sei auf Beispiel 2.2.9
verwiesen - konnen wir nun erkliren, was wir unter nichtautonomen Attraktoren verstehen.

2.2.6 Definition: Fine invariante, abgeschlossene und kompakt erzeugbare nicht-
autonome Menge A heifit lokaler Dp(A)-Pullback-Attraktor bzw. lokaler Dp(A)-
Forward-Attraktor, falls es eine Menge Cp € Dp(A) bzw. Cp € Dp(A) und ein § > 0
mit

d(Cp(p)|A(p)) > 6 bzw. d(Cp(p)|A(p)) > 6 fiir alle p € P (2.8)

gibt. Dariiber hinaus heifit eine invariante, abgeschlossene und kompakt erzeug-
bare nichtautonome Menge A globaler Pullback-Attraktor bzw. globaler Forward-
Attraktor, falls fiir jede kompakte Menge C C X

PxCe DP(A) bzw. P x C € DF(A)

erfiillt ist. Gelten die Grenzwertbeziehungen (2.6) bzw. (2.7) in der Definition 2.2.5
sogar gleichméfig in p € P, so nennen wir den entsprechenden Attraktor gleichméfig
in p.

2.2.7 Bemerkungen:

(i) Der in Definition 2.2.6 eingefiihrte Attraktorbegriff unterscheidet sich etwas von
der derzeit in der Literatur gebrdauchlichen Definition eines nichtautonomen Attrak-
tors (siehe hierzu ARNOLD [1, Seite 483], KLOEDEN [25] oder KLOEDEN, KELLER,
SCHMALFUSS [26]). Zum einen verzichten wir, wie auch bei den autonomen Attrakto-
ren, auf die Kompaktheit eines Attraktors und fordern statt dessen die Abgeschlos-
senheit und die kompakte Erzeugbarkeit. Dariiber hinaus wird {iblicherweise eine
Menge A bereits D-Attraktor genannt, falls alle Mengen aus D angezogen werden.
Der hier verwendete Begriff beruht jedoch darauf, dass das Attraktionssystem genau
die Mengen, die der Attraktor anzieht, enthilt.

(ii) Die Bedingung (2.8) stellt sicher, dass es auch Mengen auflerhalb des Attraktors gibt,
die angezogen werden. Eine Abschwéichung auf 6 = 0 ist nicht sinnvoll, da im Fall der
Pullback-Attraktion bei der skalaren Differenzengleichung 2’ = z die Menge Z x C
fiir jede kompakte Menge C' C R ein lokaler Pullback-Attraktor wére.

(iii) Ist der nichtautonome Attraktor gleichméfig in p € P, so fallen die Begriffe Pullback-
Attraktor und Forward-Attraktor zusammen.
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(iv) Interpretiert man ein dynamisches System durch die Definitionen P := {pg} und
O(t,po) := po (t € T) als ein nichtautonomes dynamisches System und ist A ein
autonomer Attraktor, so ist {pp} x A sowohl ein Pullback-, als auch ein Forward-
Attraktor.

Wir beschiftigen uns nun mit der Frage nach der Eindeutigkeit von nichtautonomen At-
traktoren. Im Fall der Pullback-Attraktion erhalten wir das folgende erfreuliche Resultat:

2.2.8 Satz (Eindeutigkeit von Pullback-Attraktoren): Gegeben seien ent-
weder zwei lokale D-Pullback-Attraktoren A und B oder zwei globale Pullback-
Attraktoren A und B. In beiden Féllen gilt A = B.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen A # B an. Dann existiert ein
po € P mit A(po) # B(po). Ohne Einschriankung gibt es ein z¢g € A(pg) \ B(po), woraus
d (:1;0, B (po)) > 0 wegen der Abgeschlossenheit von B folgt. Da A kompakt erzeugbar mit
Erzeuger K ist, gibt es fiir die kompakte Menge C' := {z(} eine Zahl 7 (K,C) > 0 mit

@(t,0_¢po) (A(6—po) N K) D A(po) N C = {mo} fiir alle t > T (K, C). (2.9)

Wir unterscheiden nun zwei Fille:
1. Fall: A und B sind lokale D-Pullback-Attraktoren, es gilt also D = D(A) = D(B).
Die Beziehung (2.9) und das Auswahlaxiom sichern nun die Existenz einer Funktion

gi:{ieN:i>T(KC)} — K mit g1(5) € ((p(i,0-ipo)) " ({z0})) N (A(0—ipo) N K).
Wir setzen

]5 = U {H_Z'po}

€N,

i>T(K,C)
und definieren die nichtleere Menge
M(p) := U {91(4)} fiir alle p € P.
i>T(K,C),
p=0_;P0

M (p) (p € P) ist als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge K kompakt. Wir
wenden abermals das Auswahlaxiom an und erhalten eine Funktion g : P\ P — X mit
92(p) € A(p). Durch die Ergéinzung

M(p) :={g2(p)} fiiralle p € P\ P

wird M zu einer kompakten nichtautonomen Menge. Fiir alle £ € N mit k > 7 (K, C) gilt
nun zg € @(k,0_rpo) M (0_po). Hieraus folgt M ¢ D(B), da

d(p(k, 0 _kpo) M (0_kpo)| B(po)) > d(xo, B(po)) > 0

fir alle ¥ € N mit £ > T(K,C) erfiillt ist. Wegen M C A erhalten wir jedoch die
widerspriichliche Aussage M € D(A). Es folgt A = B.
2. Fall: A und B sind zwei globale Pullback-Attraktoren. Aus (2.9) folgt unmittelbar
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P x K ¢ D(B), denn es gilt fiir alle t > 7 (K, C)

d(p(t,0—tpo)K|B(po)) > d((t,0-¢po) (A(0—po) N K)|B(po))
(2.9)
Z d(.’EO,B(pO)) >0
im Widerspruch zur Voraussetzung. Es folgt A = B. O

Das folgende Beispiel zeigt unter anderem, dass wir von Forward-Attraktoren im Allge-
meinen keine Eindeutigkeit erwarten kénnen:

2.2.9 Beispiel: Fiir die von den reellen Parametern a,b > 0 abh&ngige invertierbare
nichtautonome Differenzengleichung

o kel k<O
T = a
br : k>0

auf dem Phasenraum X = R weisen wir die folgenden Aussagen nach:
(a) Die Menge A :=7Z x {0} ist ein lokaler Pullback-Attraktor mit Z x C € Dp(A) fiir
jede kompakte Menge C' C U, (0).
(b) Es gibt keinen globalen Pullback-Attraktor.

(c) Ist b < 1, so ist jede Menge A¢ := {(k,¢(k,0)§) € ZxR : k € Z} (£ € R) ein
globaler Forward-Attraktor.

(d) Ist b>1, so gibt es keinen globalen Forward-Attraktor.
(a) Offensichtlich ist die nichtautonome Menge A invariant, abgeschlossen und kompakt

erzeugbar mit Erzeuger {0}. Sei C' C U,(0) eine beliebige kompakte Menge. Wir zeigen
nun, dass

lim d(p(k,k — k)C|A(k)) =0 fiir alle k € Z

k—o00
erfiillt ist. Sei hierzu x € Z beliebig. Aus der Kompaktheit von C folgt
M :=max {|z|:z € C} < a.

Mit vollstédndiger Induktion erhélt man daher fiir alle ganzen Zahlen kg < 0 und k > 0 die
Ungleichung

k
d(p(k, ko — K)CI{0}) < (f) | (2.10)

Ist k < 0, so folgt die Behauptung unmittelbar aus (2.10) durch den Grenziibergang
k — oo mit kg := k. Im Fall 5 > 0 ergibt sich mit (2.10) wegen ¢(k, k1)z = bFx fiir alle
ganzen Zahlen k,k; > 0 unter Anwendung der Kozykluseigenschaft fiir alle k& > x die
Ungleichung

k—k
d(ip(k, 5 — K)C{0}) = brd(p(k — 5 — K)CI{0}) < b (f) ,
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die zur Behauptung durch den Grenziibergang k — oo fiihrt.

(b) Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, A sei ein globaler Pullback-Attraktor.
Wegen (2.8) ist A(0) C R, es gibt also ein zp ¢ A(0) und, da A(0) abgeschlossen ist, ein
e > 0 mit Us(z9) N A(0) = 0. Wir betrachten die Menge [—2a,2a] C R. Mit vollstéindiger
Induktion gilt

o(k, —k)[—2a,2a] D [-2%a,2%a] fiir alle k € N.
Hieraus folgt die Existenz einer Zahl ky > 0 mit
o(k, —k)[—2a,2a] D [-2%a,2%a] D [-2F0a,2%a] D {zo} fiir alle k > ko.
Wir erhalten schlieflich
d(p(k, —k)[—2a,2a]|A1(0)) > d(zo, A1(0)) > & fiir alle k > ko,

was auf Z x [—2a,2a] € D(A), einen Widerspruch, fiihrt.
(c) Offensichtlich ist die nichtautonome Menge A¢ (£ € R) invariant und abgeschlossen.
Aus

sup { max {|z| : x € A¢(k)} : k € Z} < max {a, [¢|}

folgt, dass A kompakt erzeugbar mit Erzeuger [—max{a, ||}, max{a,|{|}] ist. Sei
C C 7Z x R eine beliebige kompakte nichtautonome Menge. Wir zeigen nun, dass die
Beziehung

lim d(p(k,x)C(k)|A¢(k +k)) =0 fiir alle k € Z

k—o0

erfiillt ist. Im Fall von kK < 0 ist wegen der Stetigkeit der rechten Seite die Menge
o(—k, k)C(k) wieder kompakt. Wegen der Kozykluseigenschaft reicht es daher, den Fall
k > 0 zu betrachten. Da C(k) beschrénkt ist, gibt es ein M > 0 mit C'(k) C Up(0). Fiir
alle k > 0 gilt daher

o(k,k)C (k) C (k, k)[—M, M] = [-b"M, 6" M].
Sei nun € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein kg > 0, so dass fiir alle k& > ko
ok, K)C(r) C Uz (0) und [¢[p"+* < g

gilt. Fiir alle = € p(k, k)C(k) (k > ko) erhalten wir daher die Abschétzung
<
2

d(z, Ac(r+ k) = |z — 5| < || + |05 T| < g +i=e

Durch Maximumsbildung (sieche Lemma 1.1.1) iiber die kompakte Menge ¢ (k, k)C(x) folgt
d(p(k, k)C(K)|A(k + k) < e fiir alle k > ko.

Ag ist also ein nichteindeutiger globaler Forward-Attraktor.

(d) Wie in (b) zeigt man, dass es fiir den Fall b > 1 keinen globalen Forward-Attraktor
geben kann.
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Wir beschlieflen dieses Kapitel mit der Untersuchung, ob die Nichteindeutigkeit von
Forward-Attraktoren mit der speziellen Definition der kompakten Erzeugbarkeit zusam-
menhéngt.

2.2.10 Bemerkung: Bei der Definition der kompakten Erzeugbarkeit wurde eine zur
Pullback-Attraktion dhnliche Konstruktion verwendet: Ausgehend von einem festen Punkt
p € P wird die _;p-Faser (t > 0) einer nichtautonomen Menge durch (¢, 6_;p) abgebildet.
Diese Analogie ist jedoch nicht ausschlaggebend fiir die Nichteindeutigkeit von Forward-
Attraktoren, denn fordert man in Definition 2.2.3 statt (2.5) die zur Forward-Attraktion
passendere Bedingung

o(t,p)(Alp) N K) D A(Gp) NC  fiir alle t > T(K,C),

so wiren die Mengen A¢ (£ € R) aus Beispiel 2.2.9 (c) auch nach dieser Definition kompakt
erzeugbar. Da jedoch jede dieser Mengen nach Beispiel 2.2.9 (c) ein globaler Forward-
Attraktor ist, wiirde diese alternative Definition der kompakten Erzeugbarkeit auch keine
Eindeutigkeit fiir Forward-Attraktoren liefern.






Kapitel 3

Numerische Approximation von
Pullback-Attraktoren

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Algorithmen zur numerischen Approximation
von Pullback-Attraktoren. Grundlegend fiir unsere Untersuchungen wird der in Abschnitt
3.1 eingefiihrte Fortsetzungsalgorithmus sein. Die formale Behandlung dieses Algorithmus
wurde fiir zufillige dynamische Systeme in KELLER, OCHS [24] durchgefiihrt. Hieraus
stammt auch ein Konvergenzresultat, das wir in Abschnitt 3.2 an unsere Situation anpassen
werden. Bei praktischen Problemstellungen ist es jedoch aus Griinden des Rechenaufwands
sinnvoll, anstelle des Fortsetzungsalgorithmus den sogenannten Unterteilungsalgorithmus
zu verwenden. In Abschnitt 3.3 weisen wir seine Konvergenz nach und untersuchen anhand
eines Beispiels die Approximationsgiite im Vergleich zum Fortsetzungsalgorithmus.

Es ist erwdhnenswert, dass sich die Berechnung autonomer Attraktoren unmittelbar aus
unseren Uberlegungen ergibt, da autonome Attraktoren als Pullback-Attraktoren interpre-
tiert werden konnen (sieche Bemerkung 2.2.7 (iv)). Standardreferenzen fiir den autonomen
Spezialfall sind die Artikel von DELLNITZ und HOHMANN [16, 17].

Grundlegend fiir dieses Kapitel ist ein stetiges nichtautonomes dynamisches System (6, ¢)
auf dem Phasenraum X = RY mit einem lokalen oder globalen Pullback-Attraktor A. Wie
in Abschnitt 2.2 setzen wir voraus, dass der Basisfluss # invertierbar ist.

3.1 Der Fortsetzungsalgorithmus

Zur Approximation von Pullback-Attraktoren beschreiten wir in dieser Arbeit einen men-
genorientierten Ansatz. Hierbei wihlen wir eine kompakte Menge @ C RY, in der wir
die Fasern des Pullback-Attraktors A berechnen wollen. Anschlieend zerlegen wir @ in
endlich viele Teilmengen. Eine mdgliche Approximation ist dann durch die Vereinigung
eines Teils dieser kleinen Mengen gegeben. Diese Vorgehensweise wird durch die folgenden
Definitionen prézisiert.



34 Kapitel 3: Numerische Approximation von Pullback-Attraktoren

3.1.1 Definition: Das endliche Mengensystem B = {Bi CQ:i¢€ {1,...,n}} von
Teilmengen einer kompakten Menge @ C RN heit Zerlegung von Q, falls folgende
Bedingungen erfiillt sind:

n
(1) UBi=0@Q,
i=1
(1t) int BNint B; =0 fiir 1 <i < j <n,
(iii) B; ist zusammenhidngend, abgeschlossen und nichtleer (i € {1,...,n}).

Die Menge () nennen wir Hauptbox; die Elemente der Zerlegung B bezeichnen wir als
Boxen.

Wir setzen
P(B):={B; := UBZ' I C{l,..,n}}.
el

P(B) ist die Menge aller durch die Zerlegung B ermoglichten Approximationen. Unter dem
Durchmesser einer Zerlegung B verstehen wir

diam B := max { diam B; : i € {1,...,n}}.

Wir nennen eine Zerlegung By feiner als eine Zerlegung By, falls P(By) C P(By).

Bei der technischen Realisation von Approximationen werden vielfach folgende Boxen
eingesetzt:

3.1.2 Definition: Ein N-Quader mit Mittelpunkt ¢ € RY und Radius r € (RT)N
ist durch

Q(C,T) = [61 — 71,01 —I-Tl] X ... X [CN — TN,CN +TN] C ]RN

gegeben.

Es ist naheliegend, N-Quader in der folgenden Weise zu zerlegen:

3.1.3 Definition: Zu einer vorgegebenen Hauptbox Q = Q(c,r) mit c,r € RY und
einer Folge s : N — {1,..., N} definieren wir induktiv

B(Q,0) = @,

B(Q, Z) = {Q((El, ceey 55(2) + %fs(z), ceey EN): (fl, ceey
Q(¢,7) € B(Q,i—1)} fiir alle i € N.

fs(i), ceey fN)) :

N —

Wie man sich leicht iiberzeugt, sind die Mengensysteme B(Q,) (i € N) Zerlegungen von
Q. In jedem Schritt wird jeder N-Quader der Zerlegung in der Koordinatenrichtung, die
durch die Folge s gegeben ist, halbiert. Es gilt daher |B(Q,4)| = 2! (i € N). Die folgende
Abbildung verdeutlicht die Entstehung der Zerlegungen fiir s(i) := ((i + 1) mod 2) + 1
und N = 2:
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B(Q,0) B(Q,1) B(Q,2) B(Q,3)
Abbildung 3.1: Zerlegungen der Box Q = Q(c,r)

Die folgende Definition, in der das System (6, ¢) in geeigneter Weise diskretisiert wird, ist
SIEGMUND [36] entnommen (siehe auch KELLER, OCHS [24]):

3.1.4 Definition: Gegeben seien eine kompakte Menge @) mit P x Q) € Dp(A), eine
n-elementige Zerlegung B und eine Schrittweite T > 0 in T. Die Abbildungen

0:ZxP—P und ¢:ZfxPxP(B)— P(B)

werden wie folgt definiert:

ékp = Oprp fiiralle k € Z und p € P,
&(0,p)Br := By firalle pe Pund I C{l,...,n},
o(1,p)Br := By firalle pe PundI C{1,...,n},

wobei J 1= {j e{l,...,n}:o(T,p)Br N B; # @},
sowie induktiv fir k > 2, p€ P und I C {1,...,n}

@(k,p)Br := ¢(1,04,_1yrp) (@(k — 1,p)Br). (3.1)

~

Das Paar (0, ¢) nennen wir Box-NDS.

Um das Bild eines Zeitschritts des Box-NDS einer Kollektion von Boxen in der p-Faser zu
erhalten, wird zunéchst mit dem nichtautonomen dynamischen System (6, ¢) abgebildet
und anschlieflend die kleinste Uberdeckung aus P(B) gewéhlt (sieche Abbildung 3.2).

{r} xQ {01p} x Q

By

o(T,p)

Abbildung 3.2: Wirkungsweise des Box-NDS
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3.1.5 Bemerkungen:

(i) Das Box-NDS (6, ¢) hiangt von der kompakten Menge @, deren Zerlegung B, der
Schrittweite T und dem nichtautonomen dynamischen System (6, ¢) ab.

(ii) Das Box-NDS ist wohldefiniert, denn die Voraussetzung P x Q € Dp(A) impliziert
nach Definition 2.2.5 sup D42 (p, Q) = oo fiir alle p € P.

(iii) Aus Formel (3.1) ist leicht zu sehen, dass das Box-NDS ein diskretes nichtautonomes
dynamisches System ist.

(iv) Man beachte, dass das Box-NDS nicht invertierbar ist, selbst wenn fiir das nichtau-
tonome dynamische System (0, ¢) T =R oder T = Z ist.

Das folgende Lemma vergleicht das nichtautonome dynamische System (6, ¢) mit dem
durch die Wahl von Q, B = {Bi (1 e {1, ,n}} und 7 sperzifizierten Box-NDS (6, ¢).

3.1.6 Lemma: Es sei (6,¢) ein Box-NDS. Fiir allep € P und I C {1,...,n} gelten
dann folgende Aussagen:

(i) ¢(1,p)Br > QN (T, p)Br,
(ii) d(@(1,p)Br|Q N (T, p)B;) < diam B.

Beweis: (i) Sei z € Q@ N (T, p)Br beliebig gewihlt. Da B eine Zerlegung von @ ist, gibt
eseini € {1,...,n} mit € B;. Es gilt also ¢(T,p)BNB; # 0, was auf i € {j € {1,...,n}:
o(T,p)Br N B; # 0} fithrt. Daraus folgt = € $(1,p)B;.

(ii) Sei x € ¢(1,p)Br beliebig gewéhlt. Wir zeigen, dass d(z,Q N ¢(T,p)Br) < diam B
gilt, woraus sich die Behauptung durch Supremumsbildung iiber = € ¢(1,p)B; ergibt.
Da B eine Zerlegung von @ ist, gibt es ein ¢ € {1,...,n} mit x € B;. Es folgt i € {j €
{1,..,n} (T, p)Br N B; # (/)}, also existiert ein y € ¢(T, p)B; N B;. Hiermit ergibt sich
d(z,QNe(T,p)Br) < d(z,y) < diam B; < diam B. O

Die Idee des Fortsetzungsalgorithmus beruht auf Iterationen des Box-NDS. Genauer gilt:

3.1.7 Fortsetzungsalgorithmus: Zur Berechnung von A(0xrpo) N Q fir po € P
und k € {0, ..., k1 } wihle man einen Startwert ky < 0 in Z und setze Blko = @. Die
Approximationen der Mengen A(6xrpo) N Q, die durch By, gegeben sind, erhélt man
wie folgt:

(i) Startschritte: Fir k € {ko, ..., —1} berechne man

BIkJrl = @(17 épr)BIk = Sb(k - kO + 17 ékop())Q

(ii) Fortsetzungsschritte: Fur k € {0, ..., k1 — 1} berechne man

Br, ., = $(1,0p0)Br, = ¢(k — ko + 1, 05,00)Q.

Die Mengen By, (k > 0) sollten gute Approximationen der jeweiligen Fasern des Pullback-
Attraktors A in der Hauptbox ) sein. Der néchste Abschnitt wird uns zeigen, unter
welchen Voraussetzungen dies der Fall ist.
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3.2 Konvergenz des Fortsetzungsalgorithmus

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Konvergenzverhalten des Fortsetzungsalgorith-
mus. Hierbei werden wir sehen, dass die Approximation im Hausdorff-Abstand erfolgt,
falls Q und T grofl genug gewéhlt sind.

3.2.1 Satz (Konvergenz des Fortsetzungsalgorithmus): Seien (6, ) ein ste-
tiges nichtautonomes dynamisches System mit einem Pullback-Attraktor A und
Q C RV ecine kompakte Menge, fiir die P x QQ € Dp(A) gilt. Weiterhin sei mit ei-

ner Schrittweite T' > 0 in T und einer Zerlegung B das Box-NDS (0, ¢) definiert. Fiir
ein fest gewéhltes pg € P gelten dann folgende Aussagen:

(i) Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein k € N und ein § > 0, so dass fiir alle k > k die
Beziehung

d((k, 0_kpo)QIA(po) N Q) < &

gilt, sofern diam B < ¢, ¢(k, é,kpo)Q # 0 und A(po) N Q # 0.
(i1) Falls zusétzlich fiir alle j € {1, ..., k} die Bezichung

(T, 0_7po) (A(O—jrpo) N Q) N Q = A(0_(;_1yrPo) N Q (3.2)
erfiillt ist, folgt A(pp) N Q C ¢(k, é,kpo)Q und es gilt

dp (¢ (k. 0_kpo)Q, A(po) N Q) < e.

Beweis: (i) Sei ¢ > 0 beliebig. Ist die abgeschlossene Menge A(po) \ U%E (A(po) N Q) leer,

So setzen wir € 1= %6. Ansonsten definieren wir

€:= %min {e,min{d(z,Q) : x € A(po) \ U%E(A(po) NQ)}} >o0. (3.3)

Aus der Voraussetzung P x QQ € Dp(A) folgt die Existenz eines 7 > 0 mit

1
d(p(t, 0—1po)Q|A(po)) < ié fir alle ¢ > 7. (3.4)
Wir wihlen x € N minimal mit k7 > 7 und definieren

Co = Qa
. ~1
Cj = (p(T,0-jrpo)) (U%é(H%a‘)(A(Po))) ne
fir j = k — 1,k — 2,...,0. Fiir jedes 7 € {0,...,x — 1} gibt es wegen der Stetigkeit von
(0, ) und sup Dyq(0—j7p0, @) = oo offene Mengen D; C RY mit C; = D; N Q. Wegen

der Stetigkeit von (6, ¢) gilt weiterhin Q N (T, 0_;7p0)C; C Cj—1 = Dj_1NQ C Dj_;.
Aus der Kompaktheit von @ N (T, 0_;rpy)C; folgt nun

0 := min {d(a:,Q N (T, G,ijo)ﬁj) ix € 8Dj_1} >0 firalle je{1,..,k}.
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Wir definieren § := min {4; : j € {1,...,x}} und erhalten damit
U5(Q No(T, eijpo)Cj) NQ CCj_1 fiiralle j e {1,..,Kk}. (3.5)

Im Folgenden gelte diam B < §. Fiir die Mengen @Q; := @(l,é_ﬁpo)Q fir I € {0,...,x}
weisen wir durch vollstédndige Induktion nach, dass

Q; C Cy_y fiir alle [ € {0, ...,k} (3.6)

erfiillt ist. Offensichtlich gilt Qo = @ = C\x. Nehmen wir nun an, es gelte @; C C,_; fiir
ein festes | € {0, ...,k — 1}. Dann erhalten wir

Qi1 = @(1+1,0-.p0)Q
= P(1,0_xpo)Q
3.1.6
C Us(Q@Ne(T,0_(x—tyrpo)Qi) N Q
(3.5)
C  Us(@No(T,0_(x—1yrpo)Cr-t) NQ C Cr_ig1).-

Es folgt (3.6). Insbesondere gilt
Qr = @(k,0_xp0)Q C Co C Uz (A(po))- (3.7)

Sei nun z € $(k,0_.po)Q # 0 beliebig gewiihlt. Wegen (3.7) gilt d(z, A(po)) < €. Da
A(po) abgeschlossen ist, gibt es ein y € A(po) mit d(z,y) < £. Wegen (3.3) gilt sogar y €
U%E(A(po) NQ). Es existiert daher ein § € A(pp) N Q mit d(y,§) < 3¢. Zusammenfassend

gilt: d(z,§) < d(z,y) + d(y,§) < é + 3¢ < e. Damit ergibt sich d(z, A(pg) N Q) < e. Nach
Maximumsbildung (siche Lemma 1.1.1) iiber die kompakte Menge ¢(k, é_HpO)Q folgt

d(@("ia é—nPO)QM(po) N Q) < e.

Ist nun k£ > k, dann gilt, da alle Bilder von ¢ Teilmengen von @ sind, @(k,é_kpo)Q =
Pk, 0—rpo)p(k — K, 0_kpo)Q C H(k, 0_xpo)Q. Hieraus folgt

d(p(k, 0_kpo)Q|A(po) N Q) < d($(k,0—po)QlA(po) N Q) < &.

Damit ist (i) gezeigt.
(ii) Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass die Beziehung

A0 k—1yrpo) N Q C $(1,0_kpo)Q (3-8)

fir alle I € {0, ..., k} erfiillt ist. Zunéchst (I = 0) gilt A(0_x7po) NQ C Q. Nehmen wir nun
an, dass (3.8) fiir ein beliebiges und festes | € {0, ...,k — 1} erfiillt ist. Dann gilt

w
Y

AO_(k—+1)T)P0) N Q (2 (T, 0_(—yrpo) (A(O—(k—yrpo) N Q) N Q

(3.8)

C 0T, 0_k—pyrpo) (21, 0_krpo)Q) N Q
316

C (1, 0_—ppo) (41, 0_krpo)Q)

= oI+ 1,0_1p0)Q.
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Speziell (I = k) gilt A(po) N Q C ¢(k,0_;po)Q. Hieraus folgt

d(A(po) N Ql&(k, 0_1po)Q) =0,

was unter Verwendung von (i) die Behauptung impliziert. O

3.2.2 Bemerkungen:

(i)

(iv)

Die Aussage (i) des Konvergenzsatzes wurde fiir kompakte Pullback-Attraktoren
invertierbarer zufilliger dynamischer Systeme in KELLER, OCHS [24] bewiesen. In
SIEGMUND [36] wird eine zu (3.2) &hnliche Beziehung verwendet, um eine Approxi-
mation im Hausdorff-Abstand zu erhalten.

Eine Verkleinerung der Schrittweite T hat in der Regel eine Verkleinerung von § zur
Folge. Bei praktischen Anwendungen sollte T' also moglichst grofi gewéhlt werden.

Die Bedingung (3.2) bedeutet anschaulich, dass beim Zeitschritt 7" ausgehend von
der Faser A(0_jrpo) keine Information auflerhalb der kompakten Menge @) benétigt
wird, um die Faser A(0_(;_1)rpo) in @ zu erhalten. In DELLNITZ, HOHMANN [17]
wird zu dieser Thematik ein autonomer Attraktor betrachtet, der ein heterokliner
Orbit ist (siehe Abbildung 3.3).

Q2

Q1
\q

Abbildung 3.3: Heterokliner Orbit als autonomer Attraktor

Ist @1 die Hauptbox, so ist sicherlich die Bedingung (3.2) verletzt, da die Dynamik
auf dem Attraktor in die Box )1 hineinfiihrt. Wahlen wir Q2, so erfolgt die Approxi-
mation nach dem Konvergenzsatz im Hausdorff-Abstand. In DELLNITZ, HOHMANN
[17] wird gezeigt, dass ein zur Hauptbox relativer globaler Attraktor im Hausdorff-
Abstand approximiert wird. Bei Wahl von @Q; ist dieser relative globale Attraktor
nicht der Teil des heteroklinen Orbits in (J1, sondern lediglich die einpunktige Menge

{a}

In dem Konvergenzsatz werden eventuelle Diskretisierungsfehler durch ein Integra-
tionsverfahren nicht berticksichtigt.

Das folgende Korollar besagt, dass bei geeigneter Wahl von @) und 7' die Konvergenz im
Hausdorff-Abstand erfolgt.
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3.2.3 Korollar (Konvergenz im Hausdorff-Abstand): Zusétzlich zu den Vo-
raussetzungen in Satz 3.2.1 sei ) ein Erzeuger von A und T > T(Q,Q). Fiir jedes
€ > 0 gibt es dann ein k € N und ein § > 0, so dass fiir alle k > k die Beziehung

dy (@(k7 é—kPO)Qv A(pO) N Q) <e

im Fall von diam B < § erfiillt ist.

Beweis: Wir zeigen, dass die Beziehung (3.2) aus Satz 3.2.1 erfiillt ist. Da @ ein Erzeuger
von Aund T > 7 (Q, Q) ist, folgt fiir alle 57 € {1,...,k} die Beziehung

(T, 0_j7po) (A(O—jrpo) N Q) D A(0_(j_1yrpo) N Q,
die sich dquivalent zu
(T, 0—7po) (A(O—j7p0) N Q) N Q D A(6_(;_1yrPo) N Q

umformen lésst. Weiterhin gilt wegen der Invarianz von A

(T, 0_jrpo) (A(O—j7p0) NQ) NQ C (T, 0_j7po) (A0—jrpo)) NQ
= A(0_j-1yrpo) N Q.

Hieraus folgt
(T, 0—j7po) (A(0—jrpo) N Q) N Q = A(0_(j—1)rPo) N Q.

Der Satz 3.2.1 liefert die Behauptung, da A(py) N Q # 0 (Q ist ein Erzeuger von A) und
@(k,0_xpo)Q 2 Alpo) N Q # 0 gilt. a

3.2.4 Bemerkung: Es ist stets moglich, die Fasern eines Pullback-Attraktors in einer
kompakten Menge ) im Hausdorff-Abstand zu approximieren. Dies kann durch Erweite-
rung von ) zu einem Erzeuger (siche Bemerkung 2.2.4 (ii)) und durch Vergréfierung der
Schrittweite T' erreicht werden.

Bevor wir uns mit dem Unterteilungsalgorithmus beschéftigen, betrachten wir ein Beispiel
zur [llustration der Konvergenz des Fortsetzungsalgorithmus. Die Berechnungen wurden

mit dem Computerprogramm GAIO (siehe Kapitel 4) durchgefiihrt.

3.2.5 Beispiel: Gegeben sei die autonome Differenzengleichung

(5) == (%) (39

auf dem Phasenraum X = R2. Durch die lineare Transformation T : Z x R? — R?, die

durch
oo ( 2 ) ()



3.2 Konvergenz des Fortsetzungsalgorithmus 41

definiert ist, wandeln wir (3.9) in eine nichtautonome Differenzengleichung um. Wir erhal-
ten

( ;,/ > =T(k+1, f(T" (k,z,9))). (3.10)

Fiir diese Differenzengleichung berechnen wir nun mit dem Fortsetzungsalgorithmus den
Pullback-Attraktor in der Hauptbox Q = Q((0,0), (4,4)). Die Schrittweite setzen wir auf
T = 1. Als Zerlegung wihlen wir B = B(Q, 18) mit 2'® Boxen und diam(B) = 0, 022.

Die folgende Bilderserie veranschaulicht die Approximation durch den Algorithmus.

Abbildung 3.4: Faser p = —7 Abbildung 3.5: Faser p = —6
131.120 Boxen 66.895 Boxen
4 4
3 3
2 2

3 4 4 -3 > 5 0 1 2 3 4
Abbildung 3.6: Faser p = —5 Abbildung 3.7: Faser p = —4
30.510 Boxen 14.915 Boxen
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Abbildung 3.8: Faser p = —3
7.888 Boxen

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 3.10: Faser p = —1
3.203 Boxen

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 3.12: Faser p=1
1.802 Boxen

Numerische Approximation von Pullback-Attraktoren

Abbildung 3.9: Faser p = —2
4.650 Boxen

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 3.11: Faser p=10
2.608 Boxen

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 3.13: Faser p = 2
1.392 Boxen
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s

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 3.14: Faser p =3
1.218 Boxen

s

4 -3 E -1 0 1 2 3

Abbildung 3.16: Faser p =5
1.302 Boxen

s

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 3.18: Faser p =7
1.384 Boxen
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-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 3.15: Faser p =4
1.200 Boxen

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 3.17: Faser p =6
1.546 Boxen

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 3.19: Faser p =8
1.193 Boxen
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3.3 Der Unterteilungsalgorithmus

In diesem Abschnitt formulieren wir eine Verallgemeinerung des Fortsetzungsalgorithmus,
den Unterteilungsalgorithmus. Der wesentliche Unterschied zum Fortsetzungsalgorithmus
besteht darin, dass wir nicht nur eine, sondern mehrere Zerlegungen der Hauptbox be-
trachten.

Gegeben seien eine kompakte Menge @ mit P x Q € Dp(A) und eine Schrittweite T > 0
in T. Weiterhin seien

BY = (B :je{1,...[BY}} firalle i€ {l,..,m}

Zerlegungen von ). Wir setzen voraus, dass ()’("H) feiner als B ist. Das zur Zerlegung
B® gehorige Box-NDS bezeichnen wir mit (6, ¢;). Der Phasenraum dieses Box-NDS ist

P(B®). Seine Elemente sind die Mengen By) mit I C {1,..., |B(i)\}.
Im Gegensatz zum Fortsetzungsalgorithmus starten wir mit Unterteilungsschritten: Hier-

bei verfeinern wir schrittweise die Zerlegung und wenden das entsprechende Box-NDS an.
Genauer gilt:

3.3.1 Unterteilungsalgorithmus: Zur Berechnung von A(0x7po) N Q fiir pg € P
und k € {0, ..., k1 } wihle man einen Startwert ky < 1 —m in Z und setze B}i) = Q.
0

(m

Die Approximationen der Mengen A(6xrpo) N Q fiir k € {0,..., k1 }, die durch By,
gegeben sind, erhélt man wie folgt:

(i) Startschritte:
(a) Unterteilungsschritte: Fir k € {ko, ..., ko + m — 2}
o wihle man Iy C {1,...,[B*—Ro#2[} mit Bt = iRt Dieg
ist moglich, da BHF—*0+2) feiner als BE—Fot1) jgt;
(k—ko+2)
B[_k .

e berechne man B}]I:lkoﬁ) = Pr—ko+2(1, ékpo)

(b) Weitere Startschritte: Fir k € {ko +m —1,...,—1} berechne man

B'™ — 4,1, ékm)BZn)-

I

(ii) Fortsetzungsschritte: Fur k € {0, ..., k1 — 1} berechne man

By = ¢u(1, épr)Bf,:@).

I yq

3.3.2 Bemerkung: Der Fortsetzungsalgorithmus ist ein Spezialfall des Unterteilungsal-
gorithmus.

Unter Riickfithrung auf den Fortsetzungsalgorithmus ergibt sich folgendes Konvergenzre-
sultat fiir den Unterteilungsalgorithmus.
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3.3.3 Satz (Konvergenz des Unterteilungsalgorithmus): Seien (6, ¢) ein ste-
tiges nichtautonomes dynamisches System mit einem Pullback-Attraktor A und
Q C RY ecine kompakte Menge, fiir die P x @Q € Dp(A) gilt. Weiterhin seien zu
einer Schrittweite T > 0 in T die Zerlegungen B und die dazugehérigen Box-NDS

(0,;) (i € {1,...,m}) definiert. Fiir ein fest gewéhltes pg € P gelten dann folgende
Aussagen:

(i) Fiir jedes € > 0 gibt es ein kK < 1 —m und ein 0 > 0, so dass fiir alle Startwerte
ko des Unterteilungsalgorithmus, fiir die kg < k gilt, die Beziehung

d(BY™|A(po) NQ) < ¢

folgt, sofern diam B™) < §, Bgn) # () und A(po) N Q # 0.
(ii) Falls zusétzlich fiir alle j € {1, ..., —ko} die Beziehung

(T, 0_j7po) (A(O—jTpo) N Q) N Q = A(6_(;—1)rpo) N Q (3.11)

erfiillt ist, folgt A(pp) N Q C Bgn) und es gilt

dir (B, Alpo) N Q) <e.

Beweis: (i) Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wir betrachten zunichst speziell die Zerlegung
B und das dazugehérige Box-NDS (8, ¢,,). Aus Satz 3.2.1 (i) folgt dann die Existenz
von Konstanten £ € N und § > 0, so dass

d(Pm (%, 0-7p0)QIA(po) N Q) < & (3.12)

gilt, sofern diam B(™) < §, gﬁm(/%,é_,gpo)Q # () und A(po) N Q # (. Nach Voraussetzung
sind diese drei Bedingungen fiir alle Startwerte kg < —&k — m + 1 erfiillt, da

0# B = @, 9—&P0)B§?) C m(, 0_7po)Q

gilt. Wir setzen daher x := —& — m + 1 und wéhlen kg < x als Startwert fiir den Unter-
teilungsalgorithmus. Aus (3.12) folgt

d(BMApo) N Q) = d(@m(R,6—xpo)B™ Alpo) N Q)
< d(Pm(E 0-7po)QIA(p) N Q) < &.

(ii) Wir zeigen durch vollstdandige Induktion, dass die Beziehung

A(Oko+1yTP0) N Q C Bymnitmy) (3.13)

Tio+1

fiir alle | € {0, ..., —ko} erfiillt ist. Zuniichst (I = 0) gilt A(64,7p0)NQ C BY) = Q. Nehmen
0
wir nun an, dass (3.13) fiir ein beliebiges und festes | € {0, ..., —ko — 1} erfiillt ist. Dann
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gilt
(3.11)
A0 kgr1+1yrP0) NQ =" (T, 0011y7P0) (A(Oky+1yTP0) N Q) N Q
(3.13) min{l+1,m
C (T, 0(k0+l)Tp0)(B§k0+l{ g
3.1.6 5 min{l+1,m
- @min{l+2,m}(17 9k0+lp0)(B§k0+l{ * }))
. (min{l+2,m})
- Tro+i41 )
Speziell (I = —kg) gilt A(po) NQ C Bgn). Hieraus folgt
d(A(po) N QIB") =0,
was unter Verwendung von (i) die Behauptung impliziert. O

Das folgende Korollar besagt, dass - wie beim Fortsetzungsalgorithmus - die Approxima-
tion im Hausdorff-Abstand bei geeigneter Wahl von @ und T erreicht werden kann.

3.3.4 Korollar (Konvergenz im Hausdorff-Abstand): Zusétzlich zu den Vo-
raussetzungen in Satz 3.3.3 sei () ein Erzeuger von A und es gelte T' > T (Q, Q). Fiir
jedes € > 0 gibt es dann ein k < 1 — m und ein § > 0, so dass fiir alle Startwerte kg
des Unterteilungsalgorithmus, fiir die kg < k gilt, die Beziechung

d(BY", A(p) N Q) < ¢

im Fall von diam B(™) < § erfiillt ist.

Beweis: analog Korollar 3.2.3. U

3.3.5 Beispiel: Wir betrachten noch einmal die nichtautonome Differenzengleichung
(3.10) aus Beispiel 3.2.5. Diesmal berechnen wir den nichtautonomen Attraktor mit
dem Unterteilungsalgorithmus. Hierzu wihlen wir die Zerlegungen B; := B(Q,i + 7)
(i € {1,...,11}) der Hauptbox @ = [—4,4] x [—4,4]. Die folgende Bilderserie veranschau-
licht die Approximation durch den Unterteilungsalgorithmus:

Abbildung 3.20: Faser p = —7 Abbildung 3.21: Faser p = —6
295 Boxen von B(Q,9) 350 Boxen von B(Q, 10)
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Abbildung 3.22: Faser p = —5 Abbildung 3.23: Faser p = —4
375 Boxen von B(Q,11) 424 Boxen von B(Q, 12)

Abbildung 3.24: Faser p = —3 Abbildung 3.25: Faser p = —2
510 Boxen von B(Q, 13) 676 Boxen von B(Q, 14)

. . _ . . . . . .
1 2 3 4 —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 3.26: Faser p = —1 Abbildung 3.27: Faser p =0
953 Boxen von B(Q, 15) 1.406 Boxen von B(Q, 16)
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B S s 2 a1 o 1 2 8 4
Abbildung 3.28: Faser p=1 Abbildung 3.29: Faser p = 2
1.637 Boxen von B(Q,17) 1.899 Boxen von B(Q, 18)

W 2 a9 o 1 2 s 4 W s 2 1 o 1 2 s a4
Abbildung 3.30: Faser p = 3 Abbildung 3.31: Faser p =4
1.417 Boxen von B(Q), 18) 1.321 Boxen von B(Q), 18)

Abbildung 3.32: Faser p =5 Abbildung 3.33: Faser p =6
1.372 Boxen von B(Q),18) 1.588 Boxen von B(Q), 18)
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4 -3 5 -1 0 1 2 3 4 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 3.34: Faser p =7
1.412 Boxen von B(Q, 18)

Abbildung 3.35: Faser p = 8
1.193 Boxen von B(Q, 18)

Wir vergleichen nun anhand dieses Beispiels den Fortsetzungsalgorithmus mit dem Un-
terteilungsalgorithmus. Hierzu betrachten wir die Anzahl der Boxen der Approximation
normiert auf die Zerlegung B(Q, 18) zu den Berechnungszeitpunkten (siche Tabelle 3.1).
Zunichst ist klar, dass die Uberdeckung des Attraktors beim Unterteilungsalgorithmus
immer eine Obermenge der Approximation durch den Fortsetzungsalgorithmus ist, da in
den ersten Schritten die Zerlegungen beim Fortsetzungsalgorithmus feiner sind. Sind die
Unterteilungsschritte jedoch beendet, so erkennt man, dass sich die Anzahl der Boxen re-
lativ schnell angleicht. Eine Analyse der notwendigen Rechenoperationen zeigt, dass beim
Fortsetzungsalgorithmus 533.777 Boxen abgebildet werden mussten, beim Unterteilungsal-
gorithmus jedoch nur 15.891 Boxen. Selbst wenn man fiir gréfere Boxen mehr Testpunkte

wéhlt (sieche Abschnitt 4.1.3), ergibt sich mit dem Unterteilungsalgorithmus eine erhebliche
Zeitersparnis.

Faser | Fortsetzungsalgorithmus | Unterteilungsalgorithmus
p=—8 262.144 Boxen 262.144 Boxen
p=-T 131.120 Boxen 151.040 Boxen
p=—6 66.895 Boxen 89.600 Boxen
p=-—5 30.510 Boxen 48.000 Boxen
p=—4 14.915 Boxen 27.136 Boxen
p=-3 7.888 Boxen 16.320 Boxen
p=-2 4.650 Boxen 10.816 Boxen
p=—1 3.203 Boxen 7.624 Boxen

p=20 2.608 Boxen 5.624 Boxen
p=1 1.802 Boxen 1.637 Boxen
p=2 1.392 Boxen 1.899 Boxen
p=3 1.218 Boxen 1.417 Boxen
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Faser | Fortsetzungsalgorithmus | Unterteilungsalgorithmus
p=4 1.200 Boxen 1.321 Boxen
p=2> 1.302 Boxen 1.372 Boxen
p=2~6 1.546 Boxen 1.588 Boxen
p="17 1.384 Boxen 1.412 Boxen
p=2_8 1.193 Boxen 1.193 Boxen

Tabelle 3.1: Anzahl der Boxen von B(Q), 18) in den entsprechenden Fasern



Kapitel 4

Realisierung der Approximation
mit GAIO

In der vorliegenden Diplomarbeit wurden die im vorigen Kapitel vorgestellten Algorithmen
mit dem Computerprogramm GAIO (Global Analysis of Invariant Objects) fiir nichtau-
tonome dynamische Systeme, die von Differenzen- oder Differenzialgleichungen erzeugt
werden, numerisch umgesetzt. GAIO wird seit 1995 von Michael Dellnitz und Oliver Jun-
ge entwickelt. Zu GAIO gibt es bisher keine vollstindige Dokumentation. In DELLNITZ,
FROYLAND, JUNGE [18] werden jedoch die wichtigsten Befehle von GAIO und einige be-
reits implementierte Algorithmen erldutert. Des Weiteren besitzt die MATLAB-Version von
GAIO eine Online-Referenz.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir etwas ndher die grundlegende Struktur
und die Syntax von GAIO ertrtern. In dieser Einfithrung werden nur elementare und
fiir die Implementierung der Algorithmen wichtige Sachverhalte dargestellt. Da GAIO von
Haus aus nur autonome Differenzen- und Differenzialgleichungen unterstiitzt, stellt sich die
Frage, wie die nichtautonome Situation in GAIO zu integrieren ist. In Abschnitt 4.2 werden
wir hierzu zwei verschiedene Ansétze diskutieren und die entsprechenden Quelltexte zur
Umsetzung des Unterteilungsalgorithmus angeben.

4.1 Grundlegendes zu GAIO

GAIO ist ein kommandozeilenorientiertes Computerprogramm; die Steuerung erfolgt iiber
eingegebene Befehle, die sofort ausgefiihrt werden. Es bietet sich jedoch an, ganze Befehls-
ketten in separaten Dateien auszulagern und dann in GAIO als Skript auszufithren. GAIO
besitzt eine Schnittstelle zur Programmiersprache PYTHON und zu MATLAB. PYTHON und
MATLAB stellen leistungsfihige Routinen zur Verfiigung, die die Arbeit mit GAIO sehr
erleichtern.

Betrachten wir uns noch einmal den Unterteilungsalgorithmus 3.3.1 aus dem letzten Ka-
pitel. Bei diesem Algorithmus werden, vereinfacht gesagt, Mengen, die zu Zerlegungen der
kompakten Menge ) gehoren, durch ein nichtautonomes dynamisches System abgebildet.
Die Fahigkeiten, die ein Computerprogramm zur Bewerkstelligung dieser Aufgabe haben
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sollte, sind:

e Das Programm unterstiitzt Differenzen- und Differenzialgleichungen.
e Das Programm ermittelt Ndherungslosungen dieser Gleichungen.
e Das Programm bildet kompakte Mengen ab.

e Das Programm verwaltet Zerlegungen der Menge Q).

In GAIO werden diese Punkte durch vier verschiedene Objekte realisiert:

Die dem System zugrundeliegende Differenzen- oder Differenzialgleichung wird iiber das
Objekt ,Modell“ gesteuert. Die Handhabung dieses Objekts erldutern wir in Abschnitt
4.1.1.

Die Berechnung von Niherungslosungen der Gleichungen geschieht in GAIO iiber das
Objekt , Integrator“. Hierauf gehen wir naher in Abschnitt 4.1.2 ein.

Die Abbildung kompakter Mengen ist numerisch nicht exakt zu realisieren, sofern die
Menge unendlich viele Elemente enthélt. Durch die Auswahl endlich vieler abzubildender
Punkte kann dieses Problem umgangen werden. Diese Punkte werden durch eine Funktion
im Objekt ,,Punkte“ erzeugt. In Abschnitt 4.1.3 besprechen wir die Eigenschaften dieses
Objekts.

In Abschnitt 4.1.4 beschreiben wir das Objekt ,Baum“, mit dem Zerlegungen der Menge
Q) verwaltet werden.

Jedes dieser Objekte besitzt Attribute und Methoden. Attribute sind Eigenschaften des
jeweiligen Objekts; Methoden sind entweder Funktionen oder Prozeduren. Die vier Objekte
sind in GAIO in einer gewissen Weise miteinander verkniipft. Ein Attribut eines Integrator-
Objekts ist ein Modell-Objekt; einem Integrator wird also ein Modell zugeordnet. Ebenso
muss einem Baum ein Integrator zugewiesen werden, und damit iiber den Integrator auch
ein Modell. Des Weiteren ist mit jedem Baum auch ein Punkte-Objekt verkniipft. Eine
Ubersicht iiber diese Struktur zeigt die Abbildung 4.1.

/ Punkte
Baum
\ Integrator
\ Modell

Abbildung 4.1: Struktur der Objekte in GAIO
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4.1.1 Das Objekt ,,Modell“

GAIO benttigt zunéchst Informationen {iber die autonome Differenzen- oder Differenzi-
algleichung. Diese Daten miissen in einer separaten Datei als Quelltext der Programmier-
sprache C gespeichert sein. Wir erldutern nun den Aufbau einer solchen Datei anhand
eines einfachen Beispiels:

1 #include <math.h>

2 char *typ = "ode";

3 char *name = "Beispiel";

4 int dim = 2;

5 int paramDim = 2;

6 char *paramNames[] = {"a", "b"};
7 double a = -1;

8 double b = 1;

9 double c[2] = {0, 0};

10  double r[2] = {1, 1};

11 double tFinal = 1;

12 void rhs(double *x, double *u, double *y)
13 { ylo] = a * x[0];
14 y[1] = b * x[1]; }

Die erste Zeile ist bei jedem Modell identisch; es werden unter anderem Deklarationen
elementarer mathematischer Funktionen aus der Datei math.h eingebunden. In Zeile 2
wird der Gleichungstyp festgelegt: ,,ode“ steht hier fiir eine gewohnliche Differenzialglei-
chung, ,map“ fiir eine Differenzengleichung. Die folgende Zeile dient der Benennung der
Gleichung. Die Variable dim in Zeile 4 gibt die Dimension des Phasenraumes an; der Wert
von paramDim entspricht der Anzahl der Parameter des Systems. Diesen Parametern wer-
den in Zeile 6 durch das Feld paramNames Namen und in den beiden folgenden Zeilen
Standardwerte zugewiesen. In den Zeilen 9 und 10 wird der 2-Quader, in dem die Glei-
chung betrachtet wird, definiert. c steht fiir den Mittelpunktvektor, r fiir den Radiusvektor
(siehe Definition 3.1.2). Die Grofle tfinal, die in Zeile 11 eingefiihrt wird, gibt die Inte-
grationsschrittweite an; es handelt sich hierbei um die Variable T" aus Kapitel 3. Die Zeilen
13 und 14 enthalten nun schliellich die Informationen iiber die rechte Seite der Gleichung:
y[i] ist die i-te Koordinatenfunktion und x[i] die i-te Verdnderliche der rechten Seite.

Hat man ein neues Modell erstellt und die entsprechende C-Datei in ein ,shared ob-
ject“ kompiliert, so kann man in GAIO sofort darauf zugreifen: Durch den Befehl
, = Model (name)“ wird ein Modell-Objekt m, dem das Modell name zugrundeliegt, de-
finiert. In der folgenden Tabelle sind wichtige Attribute und Methoden fiir das Objekt
»Modell“ dargestellt:

Attribute
Art des Modells (,,ode*: gewohnliche Differenzialgleichung,
,map“: Differenzengleichung)

m.typ
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m.name Name des Modells
m.dim Dimension des Phasenraums
m.paramDim Anzahl der freien Parameter
m.tfinal Integrationsschrittweite
m.center Mittelpunkt des Quaders )
m.radius Radius des Quaders Q)
Methoden
m.rhs (X) \ berechnet den Funktionswert der rechte Seite im Punkt X

Tabelle 4.1: Attribute und Methoden des Objekts ,,Modell“

4.1.2 Das Objekt ,,Integrator*

In GAIO sind bereits viele Verfahren zur Berechnung von Naherungslésungen dynamischer
Systeme implementiert. Die nachfolgende Tabelle fiithrt einige unterstiitzte Integrations-
routinen auf (siche HAIRER, N@ORSETT, WANNER [20]):

Name Beschreibung
Map Iterationen der rechten Seite (Differenzengleichungen)
Euler Euler-Verfahren
RungeKuttad Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung
DormandPrince853 | Dormand-Prince-8(5,3)-Verfahren mit Schrittweitensteuerung

Tabelle 4.2: Integrationsverfahren in GAIO

Durch den Befehl ;i = Integrator(name)“ wird ein Integrator-Objekt i mit dem Inte-
grationsverfahren name definiert. Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber wichtige
Attribute und Methoden fiir das Objekt , Integrator*:

Attribute
i.name Name des Integrationsverfahrens
i.tfinal Integrationsschrittweite
i.h kleine Schrittweite
i.model zugeordnetes Modell-Objekt
Methoden
i.map(X) ‘ berechnet eine Nidherung von ¢(i.tfinal, X)

Tabelle 4.3: Attribute und Methoden des Objekts , Integrator

4.1.3 Das Objekt ,,Punkte*

Es ist numerisch nicht moéglich, ganze N-Quader abzubilden. Statt dessen wird eine re-
prasentative Auswahl endlich vieler Punkte abgebildet. Wie die folgende Tabelle zeigt,
gibt es in GAIO verschiedene Moglichkeiten, diese Punkte zu generieren:



4.1 Grundlegendes zu GAIO 59

Name Beschreibung
Center Mittelpunkt
Data liest die Testpunkte aus einer Datei
Edges Punkte an den Ecken der Box
Grid reguldres Gitter
InnerGrid regulédres Gitter unter Vermeidung von Ecken
MonteCarlo zufillige Wahl der Punkte

Tabelle 4.4: Punktgeneratoren in GAIO

Durch den Befehl ,p = Points(name, dim, n)“ wird p als Punkte-Objekt definiert. Als
Parameter werden der Name des Punktgenerators, die Dimension des Phasenraums und
die Anzahl der pro Box zu erzeugenden Punkte iibergeben. Die folgende Tabelle stellt
wichtige Attribute und Methoden fiir das Objekt ,, Punkte“ dar:

Attribute
p.name Name des Punktgenerators
p-dim Dimension des Phasenraums
p-no0fPoints Anzahl der zu erzeugenden Punkte
Methoden
p.get(C,R) \ gibt eine Matrix von Punkten fiir die Box Q(C, R) aus

Tabelle 4.5: Attribute und Methoden des Objekts ,,Punkte*

4.1.4 Das Objekt ,,Baum*

Durch das Baum-Objekt werden in GAIO die in Definition 3.1.3 eingefiithrten Zerlegungen
B(Q,1) (i € N) fiir einen Quader @ = Q(c,r) verwaltet. Die Definition erfolgt durch den
Befehl ,t = Tree(c, r)“.

Die Zerlegungen B(Q,i) (i € N) entsprechen den einzelnen Ebenen des Baumes. In jeder
Ebene i des Baumes ist ein Teil der 2! Boxen aktiviert. Jede aktivierte Box hat einen
Zustand und eine Farbe. Der Zustand einer Box ist durch eine Zahl z festgelegt, die sich
in der Form z = 71 f(5)27 mit f(5) € {0,1} (j € {n,...,m}) eindeutig darstellen
lasst. Ist f(j) = 1 fiir ein j € {n,...,m}, so sagen wir gleichbedeutend dazu, dass das
Flag 2/ der entsprechenden Box gesetzt ist. Gilt fiir endlich viele Zahlen ji, ...,5; € Z die
Beziehung f(j;) =1 (i € {1,...,1}), so bedeutet dies, dass das Flag Zizl 2Ji gesetzt ist.
Die Farbe einer Box ist eine bestimmte Zahl, die von einem Programm, das die Boxen
grafisch darstellt, interpretiert wird.

Die folgende Abbildung illustriert die ersten Ebenen des Baumes, der zu der Hauptbox
Q((0,0),(1,1)) und den Zerlegungen B(Q, i) mit s(i) = ((i+1) mod 2)+1 (i € N) gehort.
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Q((0,0),(1,1))

Abbildung 4.2: Baum der Box Q((O, 0), (1, 1))

In der folgenden Tabelle sind wichtige Attribute und Methoden des Objekts ,,Baum“ dar-
gestellt:

Attribute
t.dim Dimension des Phasenraums
t.depth tiefste Baumebene, in der Boxen aktiviert sind
t.center Mittelpunkt der Hauptbox Q
t.radius Radius der Hauptbox @
Vektor, der angibt, in welche Richtung die Untertei-
t.sd lung erfolgt (entspricht bis auf Koordinatenverschie-
bung endlichem Teil der Folge s aus Definition 3.1.3)
t.integrator zugeordnetes Integrator-Objekt
t.domain points zugeordnetes Punkte-Objekt fiir Urbildpunkte
t.image_points zugeordnetes Punkte-Objekt fiir Bildpunkte
Methoden
gibt die aktivierten Boxen der Ebene d im Format
t.boxes (d)

[c, r, Flag, Color| aus

t.change_flags(w,f,g,d) | dndert die Flags von f zu g (siche set_flags)
t.count(d) gibt die Anzahl der aktivierten Boxen in Ebene d aus
t.delete(d) 16scht alle Boxen der Ebene d

bildet die Boxen der Ebene d ab, die das Flag £ ge-
t.expand(d[,f,f1,£2]) setzt haben; nicht aktivierte (aktivierte) Boxen, auf
die abgebildet wird, erhalten das Flag £1 (£2)
aktiviert die Boxen in Ebene d, die die Punkte x ent-
halten; optional: jede neue Box erhélt das Flag £0
(Standard: 2), andere das Flag £1 (Standard: 0);
iiber ¢ kann man den Boxen eine Farbe zuteilen
entfernt alle Boxen der tiefsten Ebene, die das Flag £
t.remove (f) nicht gesetzt haben und eventuell zugehorige Eltern-
boxen aus hoheren Ebenen

t.insert(x,d[,f0,f1,c])
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setzt das Flag f in der i-ten Box in Ebene d, falls das
t.set_flags(w,f,d) i-te Zeichen der Zeichenkette w ’1’ ist; ist w="all’, so wer-
den alle Boxen beriicksichtigt

teilt die Boxen in der tiefsten Ebene, die das Flag f ge-
setzt haben (t.depth wird um 1 erhoht)
t.unset_flags(w,f,d) | setzt das Flag f zuriick (siehe set_flags)

t.subdivide (f)

fasst Boxen der tiefsten Ebene zusammen, die das Flag £
gesetzt haben (t.depth wird um 1 erniedrigt)

Tabelle 4.6: Attribute und Methoden des Objekts ,,Baum*

t.unsubdivide (f)

4.2 Implementierung des Unterteilungsalgorithmus

In diesem Abschnitt erértern wir Moglichkeiten zur Implementierung des Unterteilungs-
algorithmus in GAIO. Diese Uberlegungen decken auch den Fortsetzungsalgorithmus ab,
denn dieser ist ein Spezialfall des Unterteilungsalgorithmus (siehe Bemerkung 3.3.2).

Wir werden dies auf zwei verschiedene Arten realisieren. Bei der in Abschnitt 4.2.1 vor-
gestellten Variante fithrt GAIO seine Berechnungen im erweiterten Phasenraum durch,
wohingegen in Abschnitt 4.2.2 die Umsetzung im Phasenraum erfolgt.

4.2.1 Implementierung im erweiterten Phasenraum

Da GAIO nur autonome Systeme unterstiitzt, ist es naheliegend, die Berechnungen in
GAIO mit den entsprechend der Sétze 1.2.2 und 1.3.2 autonomisierten Systemen durch-
zufithren. In diesem Abschnitt erldutern wir diese Vorgehensweise und priifen sie auf Kor-
rektheit.

Sei hierzu ( : Tx P — P, ¢ : D € T x P x RN — RY) ein stetiges nichtautonomes
dynamisches System, das von einer nichtautonomen Differenzen- oder Differenzialgleichung

2 = f(k,z) oder i= f(t,z)
erzeugt ist (siehe Beispiel 1.5.2). Insbesondere gilt P = Z oder P = R und
O(t,p) =t+p firalle t€ T undpe P.

Weiterhin sei A ein lokaler oder globaler Pullback-Attraktor von (6, ). Wir betrachten
nun den in Abschnitt 1.5 eingefiithrten Schiefproduktfluss

p:DCTxPxRY - PxRY

von (0,¢), das dynamische System, das geméf Satz 1.5.3 von der autonomisierten
Differenzen- oder Differenzialgleichung erzeugt wird.

Das folgende Lemma beschreibt einen Zusammenhang zwischen (6, ¢) und ).

4.2.1 Lemma: Fiir beliebiget € T, p € P und M C RN mit Dya.(p, M) = T gilt

{p+1t} x o(t,p)M = (t,{p} x M). (4.1)
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Beweis: Es gilt

(0, x) € {p+ 1} x o(t, p)M
& JyeM:(p.a)=(p+tetpy)
& JyeM:(p,x) = (0(tp), o(t,p,y) = ¥(t,p,y)
& (px) €¥(t, {p} x M). O
Wie in Kapitel 3 wihlen wir eine kompakte Menge @ € RY mit P x Q € Dp(A), eine

n-elementige Zerlegung B = {Bj 17 ed{l, ..., n}} von @ und eine Schrittweite 7" > 0 in T.
Fiir ein festes py € P definieren wir die Mengen

Bij = {po+iT} x B; fiir alle i € Z und j € {1,...,n}. (4.2)

Weiterhin setzen wir

und

Wir definieren nun ein spezielles dynamisches System, das in enger Beziehung zu dem in
Definition 3.1.4 eingefithrten Box-NDS steht.

4.2.2 Definition: Gegeben seien eine kompakte Menge @ C RN mit PxQ € Dp(A),
eine n-elementige Zerlegung B von Q, eine Schrittweite T > 0 in T und ein Punkt
po € P. Die Abbildung 1 : Z§ x P(B) — P(B) wird wie folgt definiert:

@(O,B’[) .= By fiiralle I CZx{1,...,n},
Y(1,B;) = By fiiralle I CZx{1,...,n},

wobei J := {(i,5) € Z x {1,....,n} : ¥(T, Br) N By; # 0},
sowie induktiv fir k > 2 und I C Z x {1,...,n}

a(ka BI) = 112)(]-’ QZ)(]{ - ]-7 EI))

Die Abbildung v nennen wir Box-DS.

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen dem Box-NDS (é, ¢) und dem Box-DS Qﬁ:

4.2.3 Satz (Zusammenhang zwischen Box-NDS und Box-DS): Fiir beliebig
vorgegebene I C {1,...,n} und k € Z gilt

¢(L,po+kT)By =By <= (1, Buyxs) = Bpyiyxa- (4.3)
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Beweis: Mit p := pg + kT gilt

@(1,]))3[ =By

J={je{l,...,n}: o(T,p)Br N B; # 0}

J={je{l,..,n}: {p+ T} xo(T,p)Br) N ({p+T} x B;) # 0}
J={je{1,...,n}:¥(T, B{k}x[) N Byy1; # 0}

{k+1} x J={(i,§) € Zx {1,...,n} : O(T, By 1) N Bij # 0}

1&(173{1«}“) = Bls1yx- 0

¢ ¢ eED O

Bevor wir den Unterteilungsalgorithmus aus Kapitel 3 iiber das autonomisierte System
beschreiben, ben6tigen wir noch einige Notation.

Fiir i € {1,...,m} seien
BY = (B :je{1,..,BY}}

Zerlegungen von Q. Wir setzen voraus, dass BU+1) feiner als B ist. Die zur Zerlegung
B® gehorigen Box-NDS und Box DS bezeichnen wir mit (6, ¢;) und ;. Der Phasenraum

des Box-NDS (6, ¢;) ist P(B ={B,; @7 c {1,...,n}}; der des Box-DS Yy ist P(BD) =
(BY:1czx{1, ...,n}}.

Unter Anwendung von Satz 4.2.3 kann der Unterteilungsalgorithmus folgendermafien for-
muliert werden:

4.2.4 Unterteilungsalgorithmus: Zur Berechnung von A(py + k7) N Q fiir die
Werte k € {0, ..., k1 } wihle man einen Startwert kg < 1 —m in Z und setze Bg) = Q.
0

Die Approximationen der Mengen A(py + kT) N Q fiir k € {0, ..., k1 }, die durch Bgn)
gegeben sind, erhélt man wie folgt:

(i) Startschritte:
(a) Unterteilungsschritte: Fiir k € {ko, ..., ko + m — 2}
e wihle man I, C {1,...,|B*~*0+2)|} mit B(k hot2) — B(k R0t Dies

ist moglich, da B¥F—ko+2) feiner als B~ kO‘H) ist;

ko2 ~ k—ko+2
e berechne man ng+1§ili+l = Pr—ko+2(1 ng}x(}k ))-

(b) Weitere Startschritte: Fir k € {kg+m —1,...,—1} berechne man

~(m) _ (m)
Bty = Um(L By,

(ii) Fortsetzungsschritte: Fiir k € {0, ..., k1 — 1} berechne man

~

) (m) (m)
B{k+1}><1k+1 m(1, B{k}xl)

Bei der Implementierung dieses Algorithmus in GAIO sind folgende Punkte zu beach-
ten:
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Die kompakte Teilmenge ) des Phasenraums ist ein N-Quader Q(c,r). Des Weiteren
sind die betrachteten Zerlegungen von () von der Form

BY = B(Q,q—1+1i) firalle ie{1,..,m}

mit einer Konstante q € Z{{ .

Die Hauptbox im erweiterten Phasenraum ist ein (INV 4 1)-Quader [p1, p2] x Q. Hierbei
ist

1
pri=po+ (ko — )T und py:=py +2"T

mit einem /; € N und p > po + (k1 + %)T zu wihlen. Bevor die Berechnungen durch-
gefithrt werden kdnnen, muss die Hauptbox {;-mal in der ersten Koordinatenrichtung
unterteilt werden. Die erste Mittelpunktskoordinate jedes Quaders dieser Zerlegung
hat dann die Darstellung pg + k7" mit einem k € Z. Weitere Unterteilungen sind nur
noch im Phasenraum vorzunehmen.

Wie aus der Definition 4.2.2 ersichtlich ist, sollen von GAIO durch den Schiefprodukt-
fluss ¥ Mengen der Form Bz-j = {po + T} x B; mit einem N-Quader B; abgebildet
werden. Diese Mengen sind echte Teilmengen der in GAIO verwalteten (N +1)-Quader
[po + (i — $)T,po + (i + 3)T] x B;. Keine der in GAIO implementierten Punktge-
neratoren wéahlt ausschliefllich Punkte dieser Box, deren erste Koordinate den Wert
po + ¢1" hat. Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde daher eine Punktroutine mit Na-
men ’MonteCarlo_na’ integriert, die diese Besonderheit beriicksichtigt und zudem die
Punkte zufillig verteilt.

Wir betrachten nun den Quellcode der MATLAB-Version von GAIO zur Implementierung
des Unterteilungsalgorithmus im erweiterten Phasenraum. Die Variablen 7', N, p1, pa, c1,
very CN'y T1, ooy TN, @, M, ko und ky sind durch Zahlenwerte zu ersetzen. Die abkiirzenden
Schreibweisen wie etwa 1 ... zxy wurden hier nur verwendet, um die Dimension allgemein
zu halten und sind in GAIO nicht zuléssig.

© 00 NO O W N -

10

11
12
13

md = Model(’Beispiel’);

i = Integrator(’RungeKuttad’);

i.model = md;

md.tFinal = T;

t = Tree([0.5 * (pl + p2) c1l ... cN], [0.5 * (p2 - p1) rl ... rN]);

t.integrator = i;

t.domain_points = Points(’MonteCarlo_na’, N + 1, ’100’);
t.image_points = Points(’Center’, N + 1, ’1’);
t.sd=[00...012 ...N...12 ... N];

t.insert([pl cl ... cNJ], 11);

% q Unterteilungen der Box Q
for k = 1:q,
t.set_flags(’all’, 8);
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14 t.subdivide(8);
15 end;

16 % Unterteilungsschritte
17 for k =1:(m - 1),

18 t.set_flags(’all’, 8);
19 t.subdivide(8);

20 t.set_flags(’all’, 4);
21 t.expand(k + q + 11);
22 t.remove(2);

23 end;

24 Y, weitere Startschritte und Fortsetzungsschritte
256 for k=1:(k1 - k0 -m + 1),

26 t.change_flags(’all’, 2, 4);

27 t.expand(m - 1 + q + 11);

28 t.remove(2);

29 end;

Die Zeilen 1 bis 8 dienen der Definition der vier Objekte ,Modell“, , Integrator, ,,Punkt*
und ,Baum®. In Zeile 9 wird die Reihenfolge der Unterteilungen festgelegt. Hierbei
sollte ,,0“ an den ersten [y Stellen stehen, da die ersten [; Unterteilungen in der er-
sten Koordinatenrichtung erfolgen. In der néchsten Zeile wird die Box, die den Punkt
(p1,c1,...,cn) enthélt, in der Baumebene [; aktiviert. Es handelt sich hierbei um den
Quader [p1,p1 + T] x Q, der Kopie von @, die in der Zeit am weitesten hinten liegt.
Die Zeilen 11 bis 15 dienen der Unterteilung der Box @, bis die Zerlegung erreicht ist,
bei der der Unterteilungsalgorithmus startet. In den Zeilen 16 bis 23 werden die Un-
terteilungsschritte ausgefiihrt. Hierbei werden nach jeder Unterteilung alle Boxen durch
den Schiefproduktfluss abgebildet; nur die getroffenen Boxen bleiben aktiviert. Bei den
weiteren Startschritten und Fortsetzungsschritten in den Zeilen 24 bis 29 wird genauso
vorgegangen; es entfallen lediglich die Unterteilungen.

4.2.2 Implementierung im Phasenraum

Ein weitere Moglichkeit zur Umsetzung des Unterteilungsalgorithmus ist die Implemen-
tierung im Phasenraum. Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt hat man nun das Problem,
dass beim Auswerten der rechten Seite nur das Element des Phasenraums, jedoch nicht
der aktuelle Zeitpunkt iibergeben wird. Dies kann umgangen werden, indem man die ent-
sprechenden Zeiten als Parameter des Modells weiterreicht. Bei Differenzengleichungen ist
diese Idee (sofern T' = 1) ohne Modifikation anwendbar; bei Differenzialgleichungen muss
man jedoch beachten, dass die Integrationsverfahren in GAIO die rechte Seite zu mehreren
Zeitpunkten auswerten und daher dieser Trick einer Erweiterung bedarf: Man wahlt als
Modell eine Differenzengleichung, deren rechte Seite die Zeit-T-Abbildung ¢(T, p,x) fiir
p € P und z € RY ist. Hierzu muss die Integrationsroutine in die Modelldatei ausgelagert
werden.
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Eine solche Modelldatei fiir die gewohnliche Differenzialgleichung

& = —x+sin(t)
y = y+cos(t)

mit integriertem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung (sieche HAIRER, N@RSETT,
WANNER [20]) hat die folgende Gestalt:

1 #include <math.h>

char *typ = "map";

char *name = "Beispiel";
int dim = 2;

int paramDim = 3;

char *paramNames[] = {"Startzeit", "h", "T"};
double Startzeit = O;
double h = 0.01;

double T = 0.5;

double c[2] = {0, 0};
double r([2] = {1, 1};
double tFinal = 1;

© 00 N O O W N

e
N = O

13 void real_rhs(double *x, double *y)
14 { ylo]l = 1;

15 y[11 = -x[1] + sin(x[0]);

16 y[2] = x[2] + cos(x[0]); }

17  void rkSchritt(double *x, double *y, double sw)

18 { int i;

19 double z[3], k1[3], k2[3], k3[3], k4[3];

20 real_rhs(x, k1);

21 for (i = 0; 1 < 3; i++) z[i] = x[i] + sw / 2 * ki1[i];
22 real_rhs(z, k2);

23 for (i = 0; i < 3; i++) z[i] = x[i] + sw / 2 * k2[i];
24 real_rhs(z, k3);

25 for (i = 0; 1 < 3; i++) z[i] = x[i] + sw * k3[i];

26 real_rhs(z, k4);

27 for (i = 0; i < 3; i++) yl[i] = x[i] + (sw / 6) *

28 (k1[i] + 2 * k2[i] + 2 * k3[i] + k4[il); }

29  void rhs(double *x, double *u, double *y)
30 { int i, j, n;

31 double xx[3], yy[3];

32 n = tFinal / h;

33 xx[0] = Startzeit; xx[1] = x[0]; xx[2] = x[1];
34 for (i = 0; i < (n+1); i++)

35 { rkSchritt(xx, yy, (double)(T / (n+1)));
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36 for (j = 0; j < 3; j++) xx[j] = yy[jl; }
37 y[0] = yy[1];

38 y[1] = yyl[2];

39 return; }

In den Zeilen 1 bis 12 werden die fiir die Modelldateien {iblichen Variablen deklariert.
Hierbei sind vor allem die Parameter, die in Zeile 6 eingefithrt werden, wichtig. Startzeit
bezeichnet den Wert p € P, fiir den (T, p,x) ausgewertet werden soll; die Variable h
entspricht der kleinen Schrittweite beim Runge-Kutta-Verfahren. In den Zeilen 13 bis
16 ist die rechte Seite des Systems in autonomisierter Form erklart. Das Runge-Kutta-
Verfahren ist in den Zeilen 17 bis 28 implementiert. In den Zeilen 29 bis 39 werden die
Runge-Kutta-Schritte gesteuert und schliefilich der Funktionswert der Zeit-T-Abbildung
iibergeben.

Zur Implementierung des Unterteilungsalgorithmus im Phasenraum miissen wir beachten,
dass @ ein N-Quader Q(c,r) ist und dass die betrachteten Zerlegungen von ) von der
Form

BY = B(Q,q—1+1) fiiralle i € {1,...,m}

mit einer Konstante g € ZS‘ sind.

Wir betrachten nun den Quellcode der MATLAB-Version von GAIO zur Implementierung
des Unterteilungsalgorithmus im Phasenraum. Die Variablen T, N, c1, ..., ¢nN, T1, -, TN,
q, m, po, ko und kq sind durch Zahlenwerte zu ersetzen.

t.integrator = i;
t.domain_points = Points(’MonteCarlo’, N, ’100’);
t.image_points = Points(’Center’, N, ’1’);

1 md = Model(’Beispiel’);

2 i = Integrator(’Map’);

3 i.model = md;

4 md.T = T;

5 t = Tree([cl ... cN], [r1 ... N]);
6

7

8

9 % q Unterteilungen der Box Q
10 for k = 1:q,

11 t.set_flags(’all’, 8);

12 t.subdivide(8);

13 end;

14 7 Unterteilungsschritte

15 for k=1:(m - 1),

16 t.set_flags(’all’, 8);

17 t.subdivide(8);

18 md.Startzeit = p0 + (kO + k - 1) * T;
19 t.set_flags(’all’, 4);

20 t.expand(k + q, 0, 2, 2);
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21 t.remove(2);
22 end;

23  J, weitere Startschritte und Fortsetzungsschritte
24 for k =1:(k1 - kO - m + 1),

25 t.change_flags(’all’, 2, 4);

26 md.Startzeit = p0 + (k0 + k + m - 2) * T;

27 t.expand(m + q - 1, 0, 2, 2);

28 t.remove(2);

29 end;

Die Zeilen 1 bis 8 dienen der Definition der vier Objekte ,,Modell“, , Integrator®, ,,Punkt*
und ,,Baum“. In den Zeilen 9 bis 13 wird die Box @) unterteilt, bis die Zerlegung erreicht
ist, bei der der Unterteilungsalgorithmus startet. In den Zeilen 14 bis 22 werden die Un-
terteilungsschritte ausgefithrt. Hierbei werden nach jeder Unterteilung alle Boxen durch
das nichtautonome dynamische System abgebildet; nur die getroffenen Boxen bleiben ak-
tiviert. Bei den weiteren Startschritten und Fortsetzungsschritten in den Zeilen 23 bis 29
wird genauso vorgegangen; es entfallen lediglich die Unterteilungen.



Kapitel 5

Theorie der nichtautonomen
Mannigfaltigkeiten

Nichtautonome Mannigfaltigkeiten von Systemen nichtautonomer Differenzen- und Diffe-
renzialgleichungen sind Teilmengen des erweiterten Phasenraums, die aus Losungsgraphen
mit bestimmtem Wachstumsverhalten bestehen. Bei dieser dynamischen Charakterisie-
rung spielt der Begriff der Quasibeschrinktheit, den wir in Abschnitt 5.1 einfithren, eine
grofle Rolle. In den Abschnitten 5.2 und 5.4 zitieren wir Existenzresultate fiir nichtauto-
nome Mannigfaltigkeiten und Faserungen aus der Literatur und erweitern sie fiir unsere
Bediirfnisse. Dariiber hinaus konstruieren wir in den Abschnitten 5.3 und 5.5 Hierarchien
nichtautonomer Mannigfaltigkeiten.

In diesem Kapitel verzichten wir weitgehend auf Beispiele und Bemerkungen und verweisen
auf AULBACH [4], AULBACH, WANNER [11] fir Differenzengleichungen und AULBACH,
WANNER [9, 10] fiir Differenzialgleichungen (sieche auch SIEGMUND [33]).

5.1 Quasibeschrinkte Funktionen

Exponentielle Konzepte spielen in der Theorie der Differenzengleichungen und der gewohn-
lichen Differenzialgleichungen eine grofie Rolle; beispielsweise sind Exponentialfunktionen
Losungen der skalaren und linearen Differenzen- und Differenzialgleichungen

¥=ar (a€R) und & =azx (a€R).

Durch den Begriff der Quasibeschrénktheit lassen sich Funktionen durch ihr Wachstums-
verhalten klassifizieren. Hierbei spielt es eine Rolle, ob die Funktionen schwicher als be-
stimmte Exponentialfunktionen wachsen. Bei der Definition der Quasibeschrinktheit un-
terscheiden wir zwischen Funktionen mit diskretem Definitionsbereich und Funktionen,
die auf einem reellen Intervall erklart sind.

Der bei Differenzengleichungen verwendete Begriff ist wie folgt definiert:
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5.1.1 Definition: Gegeben sei eine Zahly € R, ein Z-Intervall I und eine Funktion
g: I —RVN,

(i) g heifit y*-quasibeschréinkt, falls supI = oo und fiir ein k € I die Menge
{llg(k)|[y=% : k > K} nach oben beschréinkt ist. In diesem Fall definieren wir

k
g1l = sup {llg(k) [l & > &}

(ii) g heiit v~ -quasibeschrinkt, falls inf I = —oo und fiir ein k € I die Menge
{llg(k)|lv~* : k < K} nach oben beschrénkt ist. In diesem Fall definieren wir

k
9]l :=sup {{lg(k)|Iv™" - k < k}.

(iii) g heiBt v*-quasibeschréinkt, falls I = Z und die Menge {|g(k)|v™" : k € Z}
nach oben beschrénkt ist. In diesem Fall definieren wir

g5 == sup {llg(k)Ilv ™" : k € Z}.

Im Kontext von Differenzialgleichungen verwenden wir den folgenden Begriff der Quasi-
beschrénktheit:

5.1.2 Definition: Gegeben sei eine Zahl v € R, ein Intervall I C R und eine Funk-
tion g : I — RN,

(i) g heifit y*-quasibeschrinkt, falls supI = oo und fiir ein 7 € I die Menge
{llg(®)lle="* : t > 7} nach oben beschrénkt ist. In diesem Fall definieren wir

gl == sup {llg(t)e” " : t > 7}.

(i) g heiit v~ -quasibeschrinkt, falls inf I = —oo und fiir ein 7 € I die Menge
{llgt)le™" : t < 7} nach oben beschrénkt ist. In diesem Fall definieren wir

lgll7, = sup {llg(t)[e " :t <7}

(iii) g heiBt v*-quasibeschrénkt, falls I = R und die Menge {|g(t)le™ : t € R}
nach oben beschrénkt ist. In diesem Fall definieren wir

lgl5 == sup {llg(t) e : t € R}.

5.2 Nichtautonome Mannigfaltigkeiten von Differenzenglei-
chungen

In diesem Abschnitt betrachten wir das folgende System von Differenzengleichungen:

o = A(k)z+ F(k z,y)

y = B(k)y+ G(k,z,y). (5-1)
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Hierbei sind A : I — RN B . T — RM*M . [ xRN x RM — RN und
G : I xRN xRM — RM Abbildungen mit einem nach rechts unbeschrinkten Z-Intervall
I. Weiterhin setzen wir voraus, dass F'(k,0,0) = 0 und G(k,0,0) = 0 fiir alle £ € I und
dass die Matrix B(k) fiir alle k& € I invertierbar ist. Ferner gelte:

(1) Voraussetzungen an den Linearteil: Die Ubergangsmatrizen ® und ¥ der linearen
Differenzengleichungen 2’ = A(k)x und y' = B(k)y erfiillen die Abschitzungen

Ko™ fiir alle 1 > m,
KB™™ fiir alle [ <m

[, m)|

<
@ m)| <

mit reellen Konstanten K > 1 und o < 3.

(2) Voraussetzungen an die Nichtlinearitit: Fiir alle k € I und (z,v), (Z,7) € RY x RM
gilt

|F(k,2,y) — F(k,z,y)| < Llz—2|+Lly—yl,

wobei die Lipschitz-Konstante L die Bedingung 0 < L < ’64;[(0‘ erfiillt.
Die allgemeine Losung von (5.1) bezeichnen wir mit
/\(ka K, 57 77) = (Al(ka K, 57 77)’ AQ(ka K, 57 77)) € RN X RM
Schliefllich wéhlen wir eine Konstante § € (2K L, ﬂ%o‘] Dies ist moglich, da die Vorausset-
zung 0 < L < % die Beziehung 2K L < 5770‘ impliziert.
5.2.1 Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel

Der folgende Satz beschreibt die Existenz nichtautonomer Mannigfaltigkeiten fiir die Dif-
ferenzengleichung (5.1):

5.2.1 Satz (Existenz nichtautonomer Mannigfaltigkeiten von Differenzen-
gleichungen): Fiir das System von Differenzengleichungen (5.1) gelten folgende Aus-
sagen:

(a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung sq : I x RV — RM | deren Graph
So = {(ﬁ)£780(l€7§)) HUAS I?f € RN}
die zwei verschiedenen Charakterisierungen

Sy = {(/@,5,77) s Xo( 3R, &) Ist ’y+-quas1'beschréinkt}
= {(f@,f,n) A5k, € m) dst 7+—quas1'beschréinkt}

fiir jede Wahl von v € [a + 0,3 — ¢| erfiillt. Die Abbildung sq ist stetig und es
gilt:
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(i) Fiir alle k € I und &;,& € RY gilt so(k,0) = 0 und

K2L(5 — KL)

||80('%7§1)_80("€>£2)H < 6(5—2KL) ||€1 _52”'

(ii) Fiir allek € I, £ € RN und v € [a + 6,8 — §] gilt

K312 .
n(inén Ol < (K+ 55y ) ™

K2L(6 — KL)

A2 ( -5k, & s0(k, )1, < m”f”’fﬁ-

(i4i) Der Graph Sy ist ein invariantes Faserbiindel von (5.1) im folgenden Sinne:
Ist (k,&,m) € So, so gilt (k,)\(k;ﬁ',,f,n)) € Sy fiir alle k > k. Ist (5.1)
invertierbar, so gilt diese Aussage auch fiir alle k < k.

(b) Im Fall I = 7 gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung ro : Z x RM — RN,
deren Graph

Ro :={(k,r0(k,n),n) : k € Z,n e RM}
die zwei verschiedenen Charakterisierungen

Ry = {(k,&n): Es existiert eine Lésung \*(-;r,&,n) :
Z — RN x RM von (5.1) mit \*(k; k,&,1) = (€,1), und
A (-3 k,&, ) ist v -quasibeschrénkt}
= {(Fc,ﬁ,n) . Es existiert eine Losung A*(-;k,§,7) :
Z — RN x RM von (5.1) mit \*(k;k,€,n) = (£,1), und
N(+;k,&,m) ist v~ -quasibeschrénkt }

fiir jede Wahl von 7 € [a + 6, 8 — ] erfiillt. Hierbei ist die Losung \*(-;k,&, 1)
eindeutig bestimmt. Die Abbildung rq ist stetig und es gilt:
(i) Fiir alle k € Z und 11,19 € RM gilt ro(k,0) = 0 und

K2L(5 — KL)

[ro(k,m) = ro(k, n2)|| < m”ﬁl = n2|.

(ii) Fiir alle k € Z, n € RM und v € [a + 6,8 — §] gilt

K?L(6 — KL)

A* L. — < I —K
H 1( 7&7"0(“777)777)%,7 = 5((5—2KL) HTIH’Y )

K312
.- - < K+ —m7m7— R,
H)‘Q( 7H’TO(K777)777)||5,7 = < (5(5—2KL)> HU”’Y

(i1i) Der Graph Ry ist ein invariantes Faserbiindel von (5.1) im oben beschrie-
benen Sinne.
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(¢) Im Fall I = 7Z haben die beiden invarianten Faserbiindel Sy und Ry nur die
triviale Losung gemeinsam, es gilt also

SoN Ry ={(x,0,0) : k € Z}.

Mit anderen Worten: Die triviale Losung ist die einzige y*-quasibeschrinkte
Losung von (5.1).

Beweis: In AuLBACH [4, Theorem 4.1, S. 524] ist dieser Satz fiir den Spezialfall
0= BfTa bewiesen; insbesondere gelten dort die Charakterisierungen von Sy und Ry nur
fir den Wert v = O‘Tw Zum Nachweis der Verallgemeinerung geben wir ein beliebiges
d € (2KL, ﬁfTa] vor und betrachten die Werte

ailg) = q+a
Bi(g) = q+a+20 firalle g€l0,0—a—24].

Wir wenden nun Theorem 4.1 aus AULBACH [4] mit den Konstanten «;(q) und /31 (q) an-
stelle von v und 3 an. Sicherlich gelten die Voraussetzungen an den Linearteil (1) auch

fiir die Werte a1 (g) und $1(q), da a1(q) > o und 51(q) < S fiir alle g € [0, 5 — a — 26]. Die
Bedingung an die Lipschitz-Konstante L des Systems ist wegen % = % > % =1L
erfiillt.

Fiir jedes g € [0, 3 — a —24] erhalten wir demnach eine Funktion s§ : Z x RN — RM  deren
Graph die in (a) angegebene Charakterisierung fiir v = y(q) = % =q+a+d
erfiillt. Da 'yfr -Quasibeschranktheit 'y; -Quasibeschranktheit impliziert, falls 73 < s, ist
die Funktion sqg = sg unabhingig von gq. Wir kénnen ~ daher, wie behauptet, aus der
Menge {q+a+5€R:q€ [0,6—04—25}} = [+ 9,8 — 6] wihlen.

Die Aussagen fiir die Funktion ry lassen sich analog herleiten. Die entsprechenden
Abschiitzungen in (a), (i), (ii) und (b), (i), (i) erhélt man, indem man in Theorem 4.1 aus
AULBACH [4] die Werte  — a durch £1(q) — a1(q) = 20 ersetzt. O

5.2.2 Faserung des erweiterten Phasenraums

In diesem Unterabschnitt konstruieren wir zunéichst S- und bei Invertierbarkeit von (5.1)
R-Faserbiindel durch beliebige Losungen der Differenzengleichung (5.1). Anschlieend ge-
ben wir Bedingungen an, die garantieren, dass jedes S- und R-Faserbiindel nichtleeren
Schnitt mit dem Rg- und Sp-Faserbiindel hat.

5.2.2 Lemma (Faserbiindel durch Losungen): Fiir das System von Differenzen-
gleichungen (5.1) mit I = 7 gelten folgende Aussagen:

(a) Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung s : {(k,§, ko, &0, m0) € Z xRN x
Z xRN xRM . x> Ii[)} — RM | 50 dass fiir jeden festen Punkt (rq,&o,m0) €
Z x RN x RM der Graph

Sﬁoéoﬂ?o = {(K:vé.v S(H7§>KO7£O>T/0)) 1K€ Z,KJ 2 50,5 S RN}




70

Kapitel 5: Theorie der nichtautonomen Mannigfaltigkeiten

die Charakterisierung

Sno,&),no = {(ff;fa??) : )‘(';’%75777) _)‘(';’%0){07770) ist
v -quasibeschrinkt, k > /-eo}

fiir jede Wahl von v € [a + 0,3 — 0] erfiillt. Die Abbildung s ist stetig und es
gilt:

(i) Fiir alle k, ko € Z mit k > ko, &, &1, 6 € RY und ng € RM gilt

K2L(6§ — KL)

5(6 — 2KL) &1 =&l

‘|S("£7§17 ROJ&O?UO) - 8(57627 /4'07607770)" S

(ii) Fiir alle k, ko € Z mit k > kg, £,& € RN, ng € RM und vy € [a + 6,3 — 6]

gilt
AL (-5 5,6, 5(k, & Ko, €0,m0)) — M(-5 60, &0, m0) I, <
(K + &) 1€ = A (s K0, €0, m0) |77
A2 (5, & 8(k, €, K0, §0,m0)) — A2(+5 k05 S0, m0) 1, <
Im”ﬁ — A1(55 K0, €0, m0) (77

(#ii) Der Graph Sy ¢, o ist ein invariantes Faserbiindel von (5.1), das sogenann-
te S-Faserbiindel durch (kg, &y, no) oder durch die Losung A( - ; ko, €0, 10)-

(b) Ist die Differenzengleichung (5.1) invertierbar, so existiert eine eindeutig be-
stimmte Abbildung r : Z x RM x Z x RN x RM — RV, so dass fiir jeden festen
Punkt (ko,&0,m0) € Z x RN x RM der Graph

RHO:&OWD = {(F"’vr(ﬂ7n7 KO)&O: 770)777) TR E Z,n S RM}

die Charakterisierung

Rigcome = {(5,6,m) : A(-55,6,m) — (3 ko, E0,m0) dst
~~ -quasi beschréinkt}

fiir jede Wahl von v € [a + 0,3 — 0] erfiillt. Die Abbildung r ist stetig und es
gilt:
(i) Fiir alle k, ko € Z, & € RN und ng,m1,m2 € RM gilt

K2L(5 — KL)
— < — .
Hr(’{vnb"ﬁOagO?T/O) T(H‘7n2a’%07§07770>” = 5(5_ 2KL) H771 772H
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(ii) Fiir alle k, ko € Z, & € RN, 0,9 € RM und v € [a+ 6, 8 — 6] gilt

AL (-5 5,7k, 1, K0, €0,m0),m) — M (-5 60, &0, m0) Iy <
2L(6 - KL)
5(6 — 2K1L)

X2 (-5 5, 7(K, 1, K0, €0,m0), ) — A2( -5 K0, €0, o)l <

K3L?
PR .St Z N .
< + 306 — 2KL)) ln — Aa(k; ko, &0, m0) ||y

Hn - AQ(H; ’%07507 UO)nyiﬁv

(iii) Der Graph Ry ¢, n, ist ein invariantes Faserbiindel von (5.1), das sogenann-
te R-Faserbiindel durch (kg, &g, n0) oder durch die Lésung (- ; ko, o, Mo)-

Beweis: In AULBACH, WANNER [11, Proposition 2.2,2.3] sind fiir den Fall § = ’B_Ta alle

Aussagen bis auf (a), (ii) und (b), (ii) nachgewiesen. Die Erweiterung auf 6 € (2K L, /B_TO‘]
ergibt sich unmittelbar, wenn man in den Beweisen statt der speziellen Version des Haupt-
satzes iiber invariante Faserbiindel den im vorigen Abschnitt erweiterten Satz 5.2.1 her-
anzieht. Zur Aussage (a), (ii):

Im Beweis in AULBACH, WANNER [11, Proposition 2.2] wird die fiir alle & > ko und
(€,n) € RY x RM erklirte Differenzengleichung der gestorten Bewegung zur Losung
(-3 ko, &0, mo) betrachtet:

' = A(k)r + FNO,EOJIO (k,2,y)

, 5 (5.2)
y = B(k)y+GH0,£o,no(kvm7y)

mit
F(k,x + A1 (k; Ko, €0, m0), y + A2 (ks Ko, £0.1m0)) —
F(k, A (k; 5o, &0,m0), A2 (k; Ko, €0, m0))
Groomo (ks z,y) = Gk, + Mk ko, &0, m0),y + Aa(k; Ko, &0, m0)) —
G(kv)‘l(k7"€07§07770) (k ’%07507770))
Nach AuLBACH, WANNER [11] erfiillt diese Differenzengleichung die Voraussetzungen des

Satzes 5.2.1. Wir erhalten daher eine Funktion s, ¢, », : {(H, £) € ZxRN : k> no} — RM,
deren Graph das Sp-Faserbiindel von (5.2) ist. Fiir k > kg wird definiert:

FK(%&O?’”O(]{’ z, y) =

S(K’v 57 Ko, an 770) = Sko,£0,m0 (K/ag - )\1(/{; Ko, 507 770)) + )‘2(’{; Ko, 507 770)

Wegen Satz 1.2.7 ist die fiir alle k > « erkldrte Funktion

/’L(k) = )‘(k7 R, 57 S(Hv éa RO, 507 770)) - )\(kv ko, §07 770)
eine Losung von (5.2) mit
_ & — A1(k; k0,80, M0)
IUI(K/) B ( S(/{,f, /{075,'0’770) _)‘2(’{; HOaéOv’r]O) >

B ( & — A1(#; Ko, 0, Mm0) )
Skogomo (K> € — M (K; Ko, €0,m0)) )
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also eine Losung von (5.2) auf dem Sp-Faserbiindel, woraus sich mit Satz 5.2.1 (a), (ii) die
Behauptung (a), (ii) ergibt.

Der Nachweis von (b), (ii) erfolgt analog unter Verwendung von AULBACH, WANNER
[11, Proposition 2.3]. O

In der folgenden Definition wird der Begriff der Faser eingefiihrt. Horizontale Fasern sind
S-Faserbiindel durch Punkte von Rj. Vertikale Fasern sind R-Faserbiindel durch Punkte
von Sp.

5.2.3 Definition:

(i) Die Abbildung f : {(k,& ko,m) € Zx RN x ZxRM : k > Ko} — RM, die
durch

fu (K, & ko,mo) == s(k, &, ko, To(Ko,10),70)

definiert ist, nennt man die horizontale Faserung von (5.1). Die fiir jedes
(ko,m0) € Z x RM definierte Menge

FH(H07770) = {(ﬂﬂ€7fH(l€7§7/€07770)) HUAS Z7H Z H0,§ € RN}

nennt man horizontale Faser durch (kg,no).

(ii) Ist die Differenzengleichung (5.1) invertierbar, so ist die vertikale Faserung von
(5.1) durch die Abbildung fy : Z x RM x Z x RN — RN mit

fV(K‘7 n, ko, ‘SO) = T(KH 1, ko, &0, 80(/’430, 50))

gegeben. Die fiir jedes (kg, &) € Z x RY definierte Menge

Fy(ko,&) :== {(Ii, fv(k,n, /10,50),77) Kk EL,nE RM}

nennt man vertikale Faser durch (kg, &p).

Der folgende Satz besagt, dass jeder Punkt des erweiterten Phasenraums auf genau einer
horizontalen und im Fall der Invertierbarkeit auf einer vertikalen Faser liegt.

5.2.4 Satz (Faserung des erweiterten Phasenraums): Wir nehmen an, dass fiir
das System (5.1) mit I = 7 die Lipschitz-Konstante L der Ungleichung

g—a
0<L < (2+ K —V4+K?)

geniigt. Dann existiert eine stetige Abbildung Fi : Z x RN x RM — RM mit der
folgenden Eigenschaft: Jeder Punkt (ko,&y,m0) € Z x RN x RM liegt auf genau einer
horizontalen Faser, ndmlich auf Fy(ko,n) mit n = Fi(ko, o, o). Dariiber hinaus gilt
fiir alle k € Z,& € RN und n € RM die Abschiitzung
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13,11 < Tz (el + I,

wobei die Konstante C(L) durch

K?L(6§ — KL)

CL) = =55 oK)

definiert ist. Ist dariiber hinaus die Differenzengleichung (5.1) invertierbar, so gibt
es eine Abbildung F» : Z x RN x RM — RN mit der folgenden Eigenschaft: Jeder
Punkt (ko,&0,m0) € Z x RN x RM liegt auf genau einer vertikalen Faser, namlich auf
Fy (Ko, &) mit & = Fa(ko, &, m0). Des Weiteren gilt fiir alle k € Z,& € RY und n € RM
die Abschitzung

It 00l < T—grze (I€1+ ).

Beweis: In AULBACH, WANNER [11, Theorem 3.2,3.5] ist dieser Satz fiir den Spezialfall
d = ﬁ_TO‘ gezeigt. Die Erweiterung auf 6 € (2K L, B;a] ergibt sich unmittelbar, wenn man
im Beweis in AULBACH, WANNER [11, Theorem 3.2,3.5] statt der speziellen Version das

erweiterte Lemma 5.2.2 heranzieht. O

5.3 Hierarchien nichtautonomer Mannigfaltigkeiten von
Differenzengleichungen

Wir verallgemeinern nun die Situation aus Abschnitt 5.2 und betrachten das folgende
System von Differenzengleichungen:

xll = Bl(k)fﬁl—|—F1(k3,$1,$2,...,$n)
lJQ = Bg(k)ZIS‘Q—|—F2(k7,1'1,$2,...,£13n)

(5.3)
x, = Bp(k)x, + Fy(k,z1, 22, ..., 25).

Hierbei sind B; : Z — RN>Ni [0 Z x RY — RN (4 € {1,...,n}) Abbildungen mit
Fi(k,0,0) = 0 fiir alle k € Z (N = N; + ... + N;,). Weiterhin setzen wir voraus, dass die
Matrizen B;(k) fur alle k € Z und i € {2,...,n} invertierbar sind. Ferner gelte:

(1) Voraussetzungen an den Linearteil: Es gibt reelle Konstanten K > 1 und «o; < (;
(ie{l,...,n—1}) mit 3; < a1 (i € {1,...,n—2}), so dass die Ubergangsmatrizen ®;
der linearen Differenzengleichungen z = B;(k)z; (i € {1,...,n}) die Abschétzungen

| @s(1,m)||
| @ir1(l,m)||

Kaﬁ_m fiir alle [ > m,

<
< KBT™ firalle [ <m

fir alle ¢ € {1,...,n — 1} erfiillen.
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(2) Voraussetzungen an die Nichtlinearitét: Es gilt die Abschitzung

n
I (ky 21, ooy n) = Fi(k, 21,0, Z0)| < LY ||z — 2]l = Lja — 2|
j=1

fir alle k € Z, i € {1,....,n} und = = (21,...,2,), T = (ZT1,...,Tn) € RY, wobei die
Lipschitz-Konstante L die Bedingung 0 < L < min{uﬁ(i(;iil) cie{l,.,n—1}}
erfiillt.

Wir withlen Konstanten 6; € (2K L(n — 1), @] (ied{l,...,n—1}).

5.3.1 Satz (Hierarchien nichtautonomer Mannigfaltigkeiten): Fiir das Sys-
tem (5.3) gibt es invariante Faserbiindel W; ; (1 < i < j < n) mit folgender Charak-
terisierung:

(a) Wiy =7 xRV,
(b) Fiir allei € {1,...,n — 1} und v € [a; + 0;, B; — 0;] gilt:

Wi = {(/-@,5) (5K, ) st ’y+-quasibeschréinkt},

Witin = {(k,€): Es existiert eine Losung \*(-;k,§) : Z — RY von (5.3)
mit \*(k;k,&) =&, und \*(-;k,§) ist 7_-quas1'beschréinkt}.

(¢) Fiir alle 1 < i < j < n gilt W;; = Wi ; N W;,,. Daher ist fiir jede Wahl von
Y1 € [aj + 95,85 — ;] und v2 € [oi—1 + 0i—1, Bi—1 — i—1]

Wi; = {(k,§): Es existiert eine Losung X*(-;,&) : Z — RY von (5.3)
mit XN*(k; K, &) = &, und N*(-;k, &) ist v{ - und ’y{—quasibeschréinkt}

erfiillt.

Beweis: Zunichst setzen wir abkiirzend fiir 1 <i<j <n

Bi1(k) Tiq1
Bi,j(k) = . y xi’j = .
0 B;(k) Ty

und
Fi(k,z1, 29, ..., Ty) '
Fi+1(k‘,x1,x2, ...,.’En) J
Fiyj(k:,x) = . 5 Ni,j = ZNk

Fj(k,xl,l‘g, ,.I‘n)

(a) Sicherlich ist Wy, = Z x RY ein invariantes Faserbiindel von (5.3).
(b) Fiir eine fest gewéhlte Zahl i € {1,...,n—1} lésst sich das System (5.3) als zweigeteiltes
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System

1, = Buri(k)z1; + Fri(k, 214, Tiv1n)

i, = Bivin(k)Tivin + Fipin(k 210, Tip10)

schreiben. Dieses System erfiillt die Voraussetzungen (1) und (2) aus Abschnitt 5.2 mit den
Konstanten K, a := «a;,  := ; und der Lipschitz-Konstante L(n — 1), denn es gilt:

e Die Ubergangsmatrizen ® und ¥ der linearen Differenzengleichungen x’“ = By i(k)x1,

und in = Bit1n(k)xit1,n erfiillen die Abschitzungen

[@(l,m)| = max{[|®;(,m)|:j€ {1,....i}}
Kol™ fiir alle [ > m,

max {||®;(l,m)| : j € {i +1,...,n}}
KB™™  fiir alle [ <m

IN

[l m)l

IN

mit K > 1 und o; < ;.

e Firalle k€ Z und x = (xl,i, xiJ’»l?n),j = (i'l,i>a_7i+1,n) € RVui x RNit1n gilt

n
|Fui(k, ) — Fra(k,z)|| < il ||z — |
j=1
< (n=DL(|e1i — Zrall + [ Tis1n — Firinl),

1Fiv1n(k,2) = Fraan(k, @) < (n =)L) |lz; — 7]
j=1

IN

(n — 1)L(”:L’17i — T,

+ | Zit10 — Tig1nl)-

Wir erhalten geméfl Satz 5.2.1 die invarianten Faserbiindel Wy ; := So und W41, := Ro
mit den behaupteten Eigenschaften.

(c) Fir 1 <i < j <mnist W;; := Wi ; N W, als Schnitt zweier invarianter Faserbiindel
wieder ein invariantes Faserbiindel. U

Die folgende Darstellung veranschaulicht die Lagebeziehungen der invarianten Faserbiindel
Wi

Wii € Wig C -+ C Wip1 C Wip
U U U

Who C -+ C Wan1 C Wi,
U U

Wn—l,n—l - Wn—l,n

Win



76 Kapitel 5: Theorie der nichtautonomen Mannigfaltigkeiten

5.3.2 Definition: Wir nennen das System von Differenzengleichungen (5.3) hyper-
bolisch, falls es ein i € {1,...,n — 1} mit 1 € (o, 3;) gibt. Die nichtautonome Man-
nigfaltigkeit Wi ; heifit dann stabile Mannigfaltigkeit; W; i1, wird als die instabile
Mannigfaltigkeit des Systems bezeichnet.

5.4 Nichtautonome Mannigfaltigkeiten von Differenzialglei-
chungen

In diesem Abschnitt betrachten wir das folgende System von Differenzialgleichungen:

T = Alt)zr+ F(t,z,y)

= B(t)y+ G(t,z,y). (5.4)

Hierbei sind A : R — RVN B R - RM*M - R xRN xR™ — RN und G :
R x RNV x RM — RM gtetige Abbildungen mit F(¢,0,0) = 0 und G(¢,0,0) = 0 fiir alle
t € R. Ferner gelte:

(1) Voraussetzungen an den Linearteil: Die Ubergangsmatrizen ® und ¥ der linearen
Differenzialgleichungen & = A(t)z und ¢y = B(t)y erfiillen die Abschéitzungen

Ke=9)  fiir alle t > s,
KePt=9)  fiir alle t < s

1 (t, )]

<
e, s)ll <

mit reellen Konstanten K > 1 und o < (5.

(2) Voraussetzungen an die Nichtlinearitit: Fiir alle ¢t € R und (z,y), (Z,7) € RY x RM
gilt

Lljz — || + Llly — gl,

IE(tx,y) = F(t,z,7)|
t, Lljz — || + Llly — gl,

- <
1G(t,z,y) — G( <
wobei die Lipschitz-Konstante L die Bedingung 0 < L < ﬁ[—Ka erfiillt.

Aufgrund des Satzes 1.3.7 existieren alle Losungen auf R. Die allgemeine Losung von (5.4)
bezeichnen wir mit

)‘(ta T, 57 77) = (Al(t, T, 57 77)7 )‘2 (ta T, ga 77)) € RN X RM
Schliefilich wihlen wir eine Konstante § € (2K L, BfTa] Dies ist mdglich, da die Vorausset-
zung 0 < L < ’i;KO‘ die Beziehung 2K L < ﬁ%a impliziert.
5.4.1 Hauptsatz iiber Integralmannigfaltigkeiten

Der folgende Satz beschreibt die Existenz nichtautonomer Mannigfaltigkeiten fiir die Dif-
ferenzialgleichung (5.4):
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5.4.1 Satz (Existenz nichtautonomer Mannigfaltigkeiten von Differenzial-
gleichungen): Fiir das System von Differenzialgleichungen (5.4) gelten folgende Aus-
sagen:

(a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung so : R x RV — RM deren Graph
Sy = {(7’,5,30(7,5)) T eERE€ RN}
die zwei verschiedenen Charakterisierungen

So = {(r.&n) : Xa(+;7,&n) ist v -quasibeschréinkt}
= {(7,5,77) AT, &, m) dst *y+—quas1'beschréinkt}

fiir jede Wahl von v € [a + 6,8 — ¢] erfiillt. Die Abbildung s ist stetig und es
gilt:
(i) Fiir alle 7 € R und &1,& € RY gilt so(1,0) = 0 und

K?L(6 — KL
Iso(r,60) = so(r &l < S5 e~ al.

(ii) Fiir alleT € R, ¢ € RN und v € [a+ 8,8 — §] gilt

K3L2
IAL(57, & so(m ), < <K+(5(5—2KL)> 1€]le™ 7,
K?L(6 — KL
Ao (57 & s0(m, )7, < 5(6(—21{11))”5”677'

(ii) Der Graph Sy ist eine Integralmannigfaltigkeit von (5.4) im folgenden Sin-
ne: Ist (1,£,m) € So, so gilt (t, A(t; T, €&, 77)) € Sy fiir allet € R.

(b) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung ro : R x RM — RY | deren Graph
Ro := {(r,ro(r,n),n) : 7 € R,n e RM}
die zwei verschiedenen Charakterisierungen

Ry = {(T,f,n) (-7, Em) dst 7_—quas1'beschréinkt}
= {(T,ﬁ,n) A5, &) dst Vf—quasibeschréinkt}

fiir jede Wahl von v € [a + 0, 3 — ¢] erfiillt. Die Abbildung rq ist stetig und es
gilt:
(i) Fiir alle 7 € R und 11,72 € RM gilt ro(7,0) = 0 und

K2L(5 — KL)
- <= 02— .
[ro(7,m) = ro(7,m2)|| < 500 — 2K L) [m — 2|
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(i) Fiir alleT € R, n € RM und v € [a + 6,3 — 6] gilt

B K2L(5 — KL)
‘T,'y < —
3(6 — 2K L)
K3L?
.. - < - - -7
||)\2( 77',7“()(7', 77)7”)“7’,7 = <K+ (5((5 — 2KL)> ||’I7||6

H)\l('§7_77'0(7—a 77)777) H"?HC_W,

(i) Der Graph Ry ist eine Integralmannigfaltigkeit von (5.4) im oben beschrie-
benen Sinne.

(¢) Die beiden Integralmannigfaltigkeiten Sy und Ry haben nur die triviale Losung
gemeinsam, es gilt also

SoN Ry = {(7,0,0) : 7 € R}.

Mit anderen Worten: Die triviale Lésung ist die einzige v*-quasibeschrinkte
Lésung von (5.4).

Beweis: siche AULBACH, WANNER [9, Theorem 4.1, S. 78]; die Abschétzungen in (a), (ii)
und (b), (ii) sind dem Beweis dieses Satz entnommen. O

5.4.2 Faserung des erweiterten Phasenraums

In diesem Unterabschnitt konstruieren wir zunichst S- und R-Integralmannigfaltigkei-
ten durch beliebige Losungen der Differenzialgleichung (5.4). Anschlieend geben wir Be-
dingungen an, die garantieren, dass jede S- bzw. R-Integralmannigfaltigkeit nichtleeren
Schnitt mit der Rg- bzw. Sp-Integralmannigfaltigkeit hat.

5.4.2 Lemma (Integralmannigfaltigkeiten durch Losungen): Fiir das System
von Differenzialgleichungen (5.4) gelten folgende Aussagen:

(a) Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung s : RxRN xRxRN xRM — RM
so dass fiir jeden festen Punkt (1q,&o,m0) € R x RN x RM der Graph

STO:SOJIO = {(7—757 8(T7£7T07£07?70)) T E R,f € RN}

die Charakterisierung

STQ,£0,7]0 = {(Ta 5) 77) : )‘( 5T fa 77) - )‘( *3 70, 60) 770) ist 'y+—quasibeschréinkt}

fiir jede Wahl von v € [a + 0,3 — 0] erfiillt. Die Abbildung s ist stetig und es
gilt:

(i) Fiir alle 7,79 € R, &,&1,&2 € RN und No € RM gilt

K2L(§ — KL)

HS(Tv 5177—0’&)7770) - 3(7—7 6277_07507770)” <
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(i) Fiir alle 7,79 € R, £,& € RN, g € RM und v € [a + 6, 8 — §] gilt

||)\1( ;7—757 8(7-7577—07507 nO)) - )\1( ° T07§07770)”j’»y <
K3L?
- = . . vt
(K T 5(6 — 2KL)> ”€ >\1(7—7 7'07507770)”6 5
||)‘2( ;T7£> S(Ta§77-0a§07 770)) - )\2( s To,fo’nO)Hj_:’y

K?’L(6 — KL) .
m”g - )‘1(7_,7_076077]0)H€ .

IN

(111) Der Graph Sr ¢, n, ist eine Integralmannigfaltigkeit von (5.4), die soge-
nannte S-Integralmannigfaltigkeit durch (19, &y, n0) oder durch die Lésung

)‘( 570, §07 770)

(b) Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung r : RxRM xRxRN xRM — RN,
so dass fiir jeden festen Punkt (1q,&0,1m0) € R x RN x RM der Graph

RTO:&)J]O = {(T7 T<T7 17,70, 507 770)7 77) 1T E R; n S RM}
die Charakterisierung
Reygome = {(m.6&m) : A(-57.€,m) = A+ 170, €0,700) st 7~ -quasibeschrénkt }

fiir jede Wahl von v € [a + 0,3 — ] erfiillt. Die Abbildung r ist stetig und es
gilt:

(i) Fiir alle 7,79 € R, & € RY und 19, n1,n2 € RM gilt

K2L(5 — KL)
— < — — .
HT(T777177_07£07770) T(Ta 772>T07§07770)H = 6((5—2[([/) ”771 772H

(ii) Fiir alle 7,79 € R, & € RN, n,mo € RM und v € [a + 6, 3 — 9] gilt

H)‘l( ") TaT(Ta 77,7_0750a 770)777) - )\1( ' ;7—07607770)H;,'y <

K2L(6 — KL)
YT - : —yT
5(5_2KL) ||77 2(7—,7—07607770)H6 R
H)\Q( T T(Ta 1,70, 505 770)7 77) - )\2( ©3 70, 607 UO)Hj'_,’y <

K312
S 2 N o
<K+ 5(6—2KL)> 11 = Ao (7370, €0, 10) €777

(i1i) Der Graph Ry ¢, n, ist eine Integralmannigfaltigkeit von (5.4), die soge-
nannte R-Integralmannigfaltigkeit durch (19, &o,n0) oder durch die Lisung

(-5 70,€0,M0)-

Beweis: In AuLBACH, WANNER [10, Theorem 2.1] ist dieser Satz bis auf (a), (ii) und
(b), (ii) bewiesen. Analog zur Vorgehensweise im Beweis von Satz 5.2.2 lassen sich die
verbleibenden Aussagen nachweisen. O
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In der folgenden Definition wird der Begriff der Faser eingefiihrt. Horizontale Fa-
sern sind S-Integralmannigfaltigkeiten durch Punkte von Ry. Vertikale Fasern sind R-
Integralmannigfaltigkeiten durch Punkte von Sj.

5.4.3 Definition:
(i) Die Abbildung fr : R x RN x R x RM — RM | die durch

fH(Tv 67 70, 770) = 8(7_7 g’ 70, 7/‘0(7—07 770)a 770)

definiert ist, nennt man die horizontale Faserung von (5.4). Die fiir jedes (19,10) €
R x RM definierte Menge

Fr(ro,m0) == {(7,& fu(r.&,70,m0)) : T € R, e RV}

nennt man horizontale Faser durch (9, 79).

(ii) Die Abbildung fi : R x RM x R x RN — RV die durch

fV(Ta 1,70, 60) = T(Ta 1,70, 603 30(7—07 50))

definiert ist, nennt man die vertikale Faserung von (5.4). Die fiir jedes (79,&y) €
R x RY definierte Menge

FV(TO,SO) = {(T7 fV(Tﬂ?aTvaO)ﬂ]) 1T E Rﬂ? € RM}

nennt man vertikale Faser durch (79, &p).

Der folgende Satz besagt, dass jeder Punkt des erweiterten Phasenraums auf genau einer
horizontalen und vertikalen Faser liegt.

5.4.4 Satz (Faserung des erweiterten Phasenraums): Wir nehmen an, dass fiir
das System (5.4) die Lipschitz-Konstante L der Ungleichung

08—«
O§L<W(2+K—\/4+K2)

geniigt. Dann existieren stetige Abbildungen Fi : R x RN x RM — RM und F : R x
RN xRM — RN mit der folgenden Eigenschaft: Jeder Punkt (19, &,m0) € RxRY xRM
liegt auf genau einer horizontalen Faser und auf genau einer vertikalen Faser, ndmlich

auf Fr(7o,m) mit n = F1(710,&0,m0) und auf Fy(19,§) mit & = Fa(ro, &0, n0). Dariiber
hinaus gilt fiir alle 7 € R, & € RY und n € RM die Abschiitzung

max { | Fi (7, & )], | Falr, & )|} < T CLe 5 (1€l + [Im1),

wobei die Konstante C(L) durch
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K?L(5 — KL)
C(L) = ———
(L) 0(0 —2K1L)
definiert ist.
Beweis: siche AULBACH, WANNER [10, Theorem 3.3]. O

5.5 Hierarchien nichtautonomer Mannigfaltigkeiten von
Differenzialgleichungen

Wir verallgemeinern nun die Situation aus Abschnitt 5.4 und betrachten das folgende
System von Differenzialgleichungen:

il = Bl(t)IEl +F1(t7m1>$27"'7$n)
l"g = B2(t)x2+F2(t7$1>$27“'7$n)

(5.5)
Tn = Bp(t)x, + Fo(t,x1, 22, ..., 24).

Hierbei sind B; : R — RV>Ni - R x RV — RM: (i € {1,...,n}) stetige Abbildungen
mit F;(¢,0,0) =0 fur allet € R (N = Ny + ... + N,,). Ferner gelte:

(1) Voraussetzungen an den Linearteil: Es gibt reelle Konstanten K > 1 und «; < (;
(te{l,...,n—1}) mit 8; < a;41 (i € {1,...,n—2}), so dass die Ubergangsmatrizen ®;
der linearen Differenzialgleichungen &; = B;(t)z; (i € {1,...,n}) die Abschétzungen

Ke(t=5)  fiir alle t > s,
KePit=9)  fiir alle t < s

(2, 5)]l

<
[@ita1(t,8)l] <

fir alle ¢ € {1,...,n — 1} erfiillen.

(2) Voraussetzungen an die Nichtlinearitét: Es gilt die Abschétzung
n
IFi(t, 21, ) = Fy(6, 21, Z0)[| S LD |l — 25| = [l — 2
j=1

fir alle t € R, 4 € {1,....,n} und = = (21,...,2,),% = (T1,...,Tn) € RY, wobei die
Lipschitz-Konstante L die Bedingung 0 < L < min {z2=% i € {1,...,n — 1}}
erfiillt.

Wir withlen Konstanten 6; € (2K L(n — 1), @] (te{l,..,n—1}).

5.5.1 Satz (Hierarchien nichtautonomer Mannigfaltigkeiten): Fiir das Sys-
tem (5.5) gibt es Integralmannigfaltigkeiten W;; (1 < i < j < n) mit folgender
Charakterisierung:



82 Kapitel 5: Theorie der nichtautonomen Mannigfaltigkeiten
(a) Wl,n =R x RN.
(b) Fiir alle i € {1,....,n — 1} und v € [o; + 8;, B; — &;] gilt:
Wi = {(7’, &) A(-;7,€) ist 7+—quas1'beschrénkt},
Wivin = {(T,{) (5T, €) st 'y*—quasibeschréinkt}.

(¢) Firl < i < j < n gitW;; = Wi N W;,. Daher ist fiir jede Wahl von
Y1 € [aj + 05, 8; — ;] und v € [oi—1 + 61, Bi—1 — di—1]

Wij = {(T, €) : A(+;7,€) ist v, - und Wg—quasibeschréinkt}
erfiillt.

Beweis: analog Satz 5.3.1. O

Die folgende Darstellung veranschaulicht die Lagebeziehungen der Integralmannigfaltig-
keiten Wi,jt

Wii C Wip C -+ C Winaa C Win
U U U
Who C -+ C Wanpa C Wa,

U U

anl,nfl C anl,n
@]
Wn,n

5.5.2 Definition: Wir nennen das System von Differenzialgleichungen (5.5) hyper-
bolisch, falls es ein i € {1,...,n — 1} mit 0 € (o, 3;) gibt. Die nichtautonome Man-
nigfaltigkeit Wi ; heifit dann stabile Mannigfaltigkeit; W;y1, wird als die instabile
Mannigfaltigkeit des Systems bezeichnet.




Kapitel 6

Approximation nichtautonomer
Mannigfaltigkeiten

Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung theoretischer Resultate zur numerischen Berechnung
von nichtautonomen Mannigfaltigkeiten. Hierbei betrachten wir zunéchst, wie bereits in
den Abschnitten 5.3 und 5.5, ein System von Differenzengleichungen

'rll = Bl(k)xl+F1(k>$1>$27"'>xn)
.1‘/2 = BQ(k’)iL’Q—i—Fg(k‘,:El,wQ,...,xn)
(6.1)
z,, = Bu(k)x, + Fo(k,x1,22,...,2y)
oder von Differenzialgleichungen
Ty = Bl(t):cl—i—Fl(t,a;l,a:g,...,a:n)
j72 = BQ(t)fL’Q+F2(t,x17x2,...,$n)
(6.2)
Tn = Bpt)zy + F,(t,z1,22,...,25)

mit den in diesen Abschnitten gemachten Voraussetzungen an den Linearteil und die
Nichtlinearitét. Zur Approximation der nach den Sdtzen 5.3.1 und 5.5.1 existenten nicht-
autonomen Mannigfaltigkeiten W ; (1 <4 < j < n) nutzen wir die in Kapitel 3 gewonne-
nen Erkenntnisse zur Berechnung von Pullback-Attraktoren, indem wir Zusammenhénge
zwischen Pullback-Attraktoren transformierter Systeme und den nichtautonomen Man-
nigfaltigkeiten nachweisen. Grundlegend fiir unsere Betrachtungen sind die in Abschnitt
6.1 behandelten Resultate zur Approximation stabiler und instabiler Mannigfaltigkeiten.
Durch Spektraltransformationen fithren wir in Abschnitt 6.2 die Berechnung beliebiger
Mannigfaltigkeiten auf diesen Spezialfall zuriick. Der Fragestellung nach der Approximier-
barkeit nichtautonomer Mannigfaltigkeiten von Systemen, die nicht den Voraussetzungen
aus Kapitel 5 geniigen, widmen wir uns im letzten Abschnitt dieses Kapitels.
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6.1 Approximation stabiler und instabiler Mannigfaltigkei-
ten

Wir setzen zunéchst voraus, dass das System (6.1) bzw. (6.2) hyperbolisch ist. Fiir eine
Zahli € {1,...,n—1} gilt daher 1 € (v, 3;) bzw. 0 € (e, 5;). In diesem Abschnitt geben wir
Bedingungen an, die hinreichend fiir die Approximierbarkeit der stabilen und instabilen
Mannigfaltigkeit sind. Diese betreffen die Beschaffenheit der Spektralliicke (o, 3;), die
Grofle der Lipschitz-Konstante L und die Invertierbarkeit des Systems.

Bevor wir die Hauptresultate dieses Abschnitts formulieren und beweisen, setzen wir fiir
beliebige Werte 1 <i < j <n

B Fiq Tiy1
Bij = . , Fiji= : y Tig i= ) ,
0 Bj Fj mj

N;j:=Y1_. Ny, N := Ni,, B := By, und F := Fy,. Fiir das System (6.1) schreiben
wir auch

' = B(k)x + F(k,z) = f(k, ).
Fiir (6.2) gebrauchen wir auch die Notation

& = B(t)x + F(t,z) = f(t,z).

6.1.1 Satz (Approximation stabiler und instabiler Mannigfaltigkeiten von
Differenzengleichungen): Fiir das System (6.1) setzen wir voraus, dass es ein
ie{l,..,n—1} mit

1€ (a;+2KL(n—1),8 —2KL(n —1)) (6.3)

gibt und dass die Lipschitz-Konstante L die Bedingung

0§L<M(2+K—\/4+K2) (6.4)

erfiillt. Dann ist die instabile Mannigfaltigkeit W;11 , der globale Pullback-Attraktor
von (6.1). Ist dariiber hinaus das System (6.1) invertierbar, so besteht folgender Zu-
sammenhang zwischen dem Pullback-Attraktor A des zeitinvertierten Systems

o =Y =k—-1,1) (6.5)
und der stabilen Mannigfaltigkeit W, ; von System (6.1):

A(k) =Wy i(—k) fiir alle k € Z.
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Beweis: Wir schreiben (6.1) in der Form
vy, = Bii(k)wi+ Fui(k, 21, 2iv1n)

Tii1n = Bivin(k)Tivin + Fipin(k 21, Tiv1n)-

Im Beweis von Satz 5.3.1 haben wir gezeigt, dass dieses zweigeteilte System die Voraus-
setzungen des Abschnitts 5.2 mit den Konstanten K, « := «;, 6 := ; und der Lipschitz-
Konstante L(n — 1) erfiillt. Unter Anwendung von Satz 5.2.1 ergab sich W ; = Sy und
Witin = Ro. Aufgrund der Voraussetzung (6.4) existiert geméfl Satz 5.2.4 eine stetige
Abbildung Fi : Z x RNt x RNit1n — RNi+1n und im Fall der Invertierbarkeit der Diffe-
renzengleichung (6.1) eine stetige Abbildung F5 : Z x RN x RNi+1.n — RN mit den in
diesem Satz beschriebenen Eigenschaften.

1. Schritt: Wir zeigen, dass W41, der globale Pullback-Attraktor von (6.1) ist.

(i) Die Invarianz von W41, = Ry folgt aus Satz 5.2.1 (b), (iii).

(ii) Wit1,n ist nach Satz 5.2.1 (b) der Graph der stetigen Abbildung rg, also eine abge-
schlossene nichtautonome Menge.

(iii) Zum Nachweis, dass W11, kompakt erzeugbar mit Erzeuger U,(0) C RY ist, sei
C C RY eine beliebige kompakte Menge. Da C beschriinkt ist, gibt es ein M > 0 mit
|z|| < M fiir alle z € C. Die Voraussetzung (6.3) impliziert die Existenz einer Zahl
€ (2KL(n —1), @] mit v := §; — 6 > 1. Daher gibt es ein 7 (U1(0),C) > 0, so dass
fiir alle &k > 7 (U1(0),C)

K2L(n—1)(6 — KL(n — 1)) K3L*(n — 1) -
( §(6 —2KL(n—1)) K+5(5—2KL(n—1))>M7 <l

(6.6)

gilt. Seien kg € Z und (£,n) = (ro(ko,n),1) € C N Wit1,n(ko) beliebig gewiihlt. Dann gilt
fiir alle k£ > 7 (U1(0),C)

IX* (ko — ks ko, ro(ko, m),
= AT (ko — ks ko, ro(ko, m),

)l

n
| + A5 (ko — k; ko, ro(ko,m),n) |

5.2.1(b), (i) [ K2L(n—1)(§ — KL(n —1) K3L%(n—1)2 _
< ( ) v+ (n—1) Il "
§(6 —2KL(n —1)) §(6 —2KL(n—1)) ) ~~
<M
6.6
(<) )

Daraus folgt fiir alle & > 7 (U1(0),C)

{&n} = Mkosko — k, {\" (ko — k; ko, ro(ko,n),n) })

C )\(k‘o; ko — k, Ul(O)).

Da (&§,m) € C N Wiy1,n(ko) beliebig gewéhlt war, gilt

cn Wi+1,n<k'0) C )\(k'o; ko — k, Ul(O)) fir alle k > T(Ul(O),C).

Wit1,n ist daher kompakt erzeugbar mit Erzeuger U;(0).
(iv) Abschlieend weisen wir nach, dass Z x C' € Dp(Wit1,,) fiir jede kompakte Menge



86 Kapitel 6: Approximation nichtautonomer Mannigfaltigkeiten

C C RV erfiillt ist. Seien hierzu ky € Z und eine kompakte Menge C' C R beliebig
gewéhlt. Die Voraussetzung (6.3) impliziert die Existenz einer Zahl 6 € (2K L(n—1), %]

mit v := «a; + J < 1. Zunéchst gilt fiir alle ({,n7) € C und k € Z

||7“()(k, fl(k7€’ 77)) - g”
< [l (K, Fr(k, &) |+ (€]

52.1(0), (1)) K2L(n—1)(0 — KL(n — 1))
5.2.4 K?L(n—1)(6 — KL(n — 1)) 1
< 5(5—2KL(n — 1)) 1_C(L(n_l))2(llfl\+||77||)+H€H

< M,
mit My > 0, da C beschrinkt ist. Weiterhin ist fiir alle (§,1) € C und k € Z die Beziehung
s(k,ro(k, Fi(k,&m)), k. & n) = Fi(k, &)
erfiillt, denn wegen Satz 5.2.4 gilt fiir alle (§,n7) € C und k € Z
(k, ro (k. F1(k, &), F1(k, &) € Skem = Fu(k, Fa(k. €, m)).
Hieraus ergibt sich fiir alle ({,7) € C und k < ko

IX(ko; k, o (K, Fu(k, & m)), Fu(k, &m)) — Mkos k, &, n)|
= A1 (Kos k,ro (K, Fu(k,&,m)), s(k,ro(k, Fu(k, &,m)), k, €,n)) —
A1 (ko b, & m) || +
X2 (Kos k, 7o (k, FL(k, &,m)), s(k,ro(k, FL(k,&,m)) k& m)) —
(

Ao (kos K, €,m)|
5.2.2 (a), (1) K32 (n _ 1)2 -
< K k, Fi(k,¢&, - o~

K2L(n —1)(5 — KL(n — 1))
§(6 —2KL(n — 1))
K3L*(n—1)* | K’L(n—1)(6 - KL(n—1)) =
= <K+6(6—2KL(n—1))+ 0(6 —2KL(n—1)) >M7k k
=: M2'Yk07k

o (ky Fi(k, &,m)) — &|Jy**

mit M > 0. Sei nun ¢ > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein k > 0 mit Mg’yfC < €. Daher gilt
fiir jedes (¢,71) € C und jedes k > k

d(Mko; ko — k,&,n), Wis1,n(ko))
< HA(k(% kO - k7TO(kO - k7f1(k0 - kvéa n))afl(ko - k7€7n)) - )\(k(), ko - kafv 77)”
< MQ’Yk <g,
woraus durch Maximumsbildung iiber die Menge C' (siehe Lemma 1.1.1) sofort

d(A(ko; ko — k, C)Wit1,n(ko)) < e fiir alle k >k
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folgt. Wit1,, ist daher der globale Pullback-Attraktor von (6.1).
2. Schritt: Wir zeigen, dass im Fall der Invertierbarkeit von (6.1) durch

A(k) =W i(—k) firalle ke€Z

der globale Pullback-Attraktor der Differenzengleichung (6.5) erklirt ist. Ist A die allge-
meine Losung von (6.1), so ist die allgemeine Losung von (6.5) durch

Ak; ko, z) := AN(—k; —ko,z) fiir alle k, kg € Z und z € RN
gegeben, denn fiir fest gewihlte ky € Z und = € RY ist 5\( -3 ko, x) wegen

=k =LAk ko, ) = f7N(=k — 1, A(=k; —ko, z))
Ak + 1; ko, )

eine Losung von (6.5) mit

A ko; ko, ) = M —ko; —ko, x) = z.

(i) Zum Nachweis der Invarianz von A seien k,k € Z und = € A(k) = Wy ;(—k) beliebig
gewéhlt. Die Invarianz von W ; unter System (6.1) (Satz 5.2.1 (a), (iii)) impliziert

Mk; &, ) = N(—k; —k, ) € Wy (k) = A(k).

A ist daher invariant unter System (6.5).

(ii) Wh; ist nach Satz 5.2.1 (a) der Graph der stetigen Abbildung sg, also ist W ; und
damit A eine abgeschlossene nichtautonome Menge.

(iii) Zum Nachweis, dass A kompakt erzeugbar mit Erzeuger m C RV ist, sei C ¢ RV
eine beliebige kompakte Menge. Da C' beschrinkt ist, gibt es ein M > 0 mit ||z|| < M fiir
alle x € C. Aufgrund (6.3) existiert eine Zahl § € (2K L(n—1), @] mit y:=a;+90 < 1.

Daher gibt es ein 7 (U1(0),C) > 0, so dass fiir alle & > 7 (U1(0),C)

KQL(TL—I)((;—KL(TL—I)) K3L2(n—1)2
< 6(6 —2KL(n—1)) +K+6(5—2KL(n_1))>M’Vk<1 (6.7)

gilt. Seien kg € Z und (£,n) = (f, 30(—k0,§)) € C'N A(kog) beliebig gewiihlt. Dann gilt fiir
alle k > 7 (U1(0),C)

IA(ko — K3 ko, &, s0(—ko, €)) |
= A1 (k = ko; —ko, & so(—ko, €)) | + [1A2 (k — ko; —ko, &, so(—ko, &) ||

e K312(n—1)?  K*L(n—1)(6 = KL(n—1) ‘
N 5(6 —2KL(n—1)) (6 —2KL(n— 1)) Jelt~
<M
(6.7)

<
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Daraus folgt fiir alle &k > 7 (U1(0),C)

(1.8)

{&n} =" Xkoiko — k, {\(ko — k; ko, &, so(—ko,€)) })
C  Mkoiko — k,U1(0)).

Da (§,m) € C NW; i(—ko) beliebig gewéhlt war, gilt
C N A(ko) C Mkos ko — k,U1(0))  fiir alle k> T(U1(0),C).

A ist daher kompakt erzeugbar mit Erzeuger m

(iv) AbschlieBend weisen wir nach, dass Z x C' € Dp(A) fiir jede kompakte Menge C C RV
erfiillt ist. Seien hierzu kg € Z und eine kompakte Menge C' C RY beliebig gewshlt.
Die Voraussetzung (6.3) impliziert die Existenz einer Zahl § € (2K L(n — 1), % P mit
v = (B; — 6 > 1. Zunéchst gilt fiir alle (¢,n) € C und k € Z

|so (k, Fa(k, &,m)) — 0|

< 5o (, Fa(k, & m)Il + [l
521 (a), ()  K?L(n —1)(6 — KL(n — 1))
< S oK) gl +
5.2.4 K?L(n—1)(6 — KL(n — 1)) 1
< SR T ) T=a e I+ bl
< M,y

mit einem M; > 0, da C' beschrinkt ist. Weiterhin ist fiir alle (§,7) € C und k € Z die
Beziehung

T(kaSO(kan(ka§777))7k7§7n) = ~7:2(k75777)

erfiillt, denn wegen Satz 5.2.4 gilt fiir alle (§,n7) € C und k € Z

(k, Fa(k,&,m), so(k, Fa(k,&,n))) € Rigy = Fyv (k, Fa(k, & m)).

Hieraus ergibt sich fiir alle (§,17) € C und k < kg

||5‘(k0a k7f2(_k)§777)7SU(_k7FQ(_k7€7n))) - ~(k0; k 67”)”
||)\1(_k0; _kafZ(_kvéa 77)7 SO(_kan(_k7§7n))) (_k(); _k7€777)” +
||)‘2(_k0; —k,fé(—]ﬁf, 77)7 SO(_k7f2(_k7§777))) >‘2(_k0; —/f75777)H

5.2.2 (b), (4) K2L(n— 1)(5—KL(n— 1))
= ke, Fa(—k, £,1)) — fly* o

K3L%(n — 1) e
<K T 56— 2KL(n - 1))) Iso(—k, Fo(=k, &) = nlly*~*

K°L*(n—1)° K?L(n —1)(0 — KL(n — 1)) ko
I e e

=: Mg’ykfko
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mit Mz > 0. Sei nun € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein k> 0 mit Mg'y_’; < e. Daher gilt
fiir jedes (¢,7n) € C und jedes k > k

d(Nko; ko — k,&,n), A(ko))
< (1A (ko ko — k. Fa(=k. & n). so(—k, Fa(—k. & m))) = Alkos ko — k. &)l
< My *<e,
woraus durch Maximumsbildung iiber die kompakte Menge C' sofort
d(Mko; ko — k,C)|A(ko)) < e fiir alle k >k

folgt. A ist daher der globale Pullback-Attraktor von (6.5).
Damit sind alle Behauptungen des Satzes bewiesen. U

Fiir die Differenzialgleichung (6.2) erhalten wir das folgende analoge Resultat:

6.1.2 Satz (Approximation stabiler und instabiler Mannigfaltigkeiten von
Differenzialgleichungen): Fiir das System (6.2) setzen wir voraus, dass es ein
ie€{l,..,n—1} mit

0€ (o +2KL(n—1),6 —2KL(n — 1))

gibt und dass die Lipschitz-Konstante L die Bedingung

0<L<ﬁi_ai)(2+K—\/4+K?)

- 4K?(n—1

erfiillt. Dann ist die instabile Mannigfaltigkeit W;1, der globale Pullback-Attraktor
von (6.2). Des Weiteren besteht folgender Zusammenhang zwischen dem Pullback-
Attraktor A des zeitinvertierten Systems

T = —f(—t,x)

= —B(-t)x — F(~t,2) (6.8)

und der stabilen Mannigfaltigkeit YW, ; von System (6.2):

A(t) =Wy ,i(—t) fiir alle t € R.

Beweis: analog Satz 6.1.1. Der zweite Schritt des Beweises kann vereinfacht werden, indem
(6.8) als Standardsystem nachgewiesen und die erste Aussage des Satzes angewendet wird.
O

6.1.3 Bemerkungen:

(i) Mit der in Kapitel 3 dargelegten Theorie zur Approximation von Pullback-
Attraktoren ist unter den in den Sdtzen 6.1.1 und 6.1.2 gemachten Voraussetzun-
gen die numerische Berechnung der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten der
Differenzengleichung (6.1) und der Differenzialgleichung (6.2) moglich. Die Approxi-
mation erfolgt in einer Nullumgebung bei hinreichend grofier Schrittweite des Verfah-
rens im Hausdorff-Abstand, da jede kompakte Nullumgebung Erzeuger der Pullback-
Attraktoren ist (siehe Korollar 3.2.3 und 3.3.4).
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(ii) Die globalen Pullback-Attraktoren in den Sétzen 6.1.1 und 6.1.2 sind jeweils auch
globale Forward-Attraktoren, da die Attraktion gleichméBig ist (siehe Bemerkung
2.2.7 (iii)).

Das folgende Beispiel zeigt, dass es instabile Mannigfaltigkeiten gibt, die nicht globale
Pullback-Attraktoren sind.

6.1.4 Beispiel: Das ebene autonome System

T =y
Yy = x— x2
besitzt das erste Integral F(z,y) = —iz® + 1y? + 123, d.h. fiir alle (¢,n7) € R? und

t € Dimaz(&,m) gilt F(p(t,€,n)) = F(&,n). Dies folgt aus

GEEm) = So(ptEm)arlt &) + 5 (ot &m)oalt, &

ox
= (o1(t,&n)* — o1, €,0))pa(t, &,m) +

Pa(t, &,m) (1(t,€,m) — @1(t, &,m)?)
_—

Wir zeigen nun, dass die autonome globale o8
instabile Mannigfaltigkeit

Q4r

W .= {z c R?: tli@ p(t,z) =0}

0.2-

der hyperbolischen Ruhelage =g := (0,0) kein =~ » o
globaler Attraktor ist. Zunéchst gilt fiir alle

e W o2
0l
F(x) = tlil_n F(p(t,z))
_ : 85 g 05 1 15
= F(tl}IEloogO(t,SC)) x
= F(0)=0. Abbildung 6.1: Homokliner Orbit als

Teil der instabilen Mannigfaltigkeit
Fiir die zweite Ruhelage z; := (1,0) gilt
F(xy) = —%. Da F stetig ist, folgt

d(p(t, {z1})|W") = d(z1, W") >0 fiir alle ¢ € R,
was {z1} ¢ D(W") impliziert.

Wir betrachten nun ein Beispiel fiir die Berechnung einer stabilen und instabilen Mannig-
faltigkeit eines zweidimensionalen Standardsystems.

6.1.5 Beispiel: Die nichtautonome Differenzialgleichung

i = —x+ 2% cos(t)(sin(z) + sin(y))
y + 2= sin(t) sin(z)
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erfiillt aufgrund des Mittelwertsatzes die Standardvoraussetzungen aus Abschnitt 5.5 mit

den Konstanten n = 2, K = 1,a7 = —1,0; = 1 und der Lipschitz-Konstante L = 13—(%.
Wegen L < 0.382 ~ %(2 + K — \/m) ist Satz 6.1.2 anwendbar.
. o
. Wa 2 o Wh 2
1 1
0.5 0.5
-~ 0 o ————{
Y it o5 Wi
. 1
1 15

I I . I ] _ 1 I I I I ,
2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 -2 -1.5 -1 -05 0 05 1 15 2
X X

Abbildung 6.2: Faser t = —2

Die Abbildungen 6.2 und 6.3 veranschauli-
chen die mit dem Unterteilungsalgorithmus
approximierten —2- und 2-Fasern der sta-
bilen und instabilen Mannigfaltigkeit W 1
und Wy im 2-Quader Q((0,0),(2,2)) mit
der Zerlegung B(Q,20). In der Abbildung
6.4 sind dariiber hinaus diese nichtau-
tonomen Mannigfaltigkeiten im erweiter-
ten Phasenraum innerhalb des 3-Quaders
Q((0,0,0),(2,2,m)) visualisiert. Wie man
diesem Bild entnehmen kann, sind die —m-
und m-Fasern der Mannigfaltigkeiten iden-
tisch. Dies deckt sich mit dem in AULBACH,
WANNER [9, Corollary 4.4]) bewiesenen Re-
sultat, nachdem sich die Periodizitdt von
(6.9) auf die Mannigfaltigkeiten iibertragt.

Abbildung 6.4: Mannigfaltigkeiten
im erweiterten Phasenraum

6.2 Approximation sadmtlicher Mannigfaltigkeiten durch
Spektraltransformationen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es unter bestimmten Voraussetzungen moglich ist,
beliebige Mannigfaltigkeiten des Systems (6.1) und (6.2) zu berechnen. Hierbei fithren wir
Spektraltransformationen durch und wenden die Resultate des vorigen Abschnitts an.
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6.2.1 Satz (Hauptsatz zur Approximation nichtautonomer Mannigfaltig-
keiten von Differenzengleichungen): Fiir das System (6.1) setzen wir voraus, dass
es ein i € {1,..,n — 1} und eine reelle Konstante ¢ > 0 mit

1€ (e(e; +2KL(n = 1)), ¢(6; — 2KL(n - 1)))

gibt und dass die Lipschitz-Konstante L die Bedingung

0§L<M(2+K—\/4+K2) (6.10)

erfiillt. Betrachten wir das durch die Spektraltransformation y = c**z (kg € 7Z)
entstandene System

Y= T, hy)

6.11
= cB(k)y + TR p(k, Fo—Fy), ( )

so gilt folgende Beziehung zwischen dem globalen Pullback-Attraktor Ay von System
(6.11) und der Mannigfaltigkeit W41, von System (6.1):

Ay (k) = Wiy (k) fiir alle k € Z.

Ist dariiber hinaus das System (6.1) invertierbar, so gilt folgender Zusammenhang
zwischen dem globalen Pullback-Attraktor Ay des zu (6.11) zeitinvertierten Systems

yl — cfkfkoflffl(_k —1, CkoJrky) (612)
und der Mannigfaltigkeit W, ; von System (6.1):

Ag(k) = ¢ F=kow, (—k)  fiir alle k € Z.

Beweis: Das durch die Transformation y = ¢*~*02 entstandene System (6.11) erfiillt die
Voraussetzungen aus Abschnitt 5.3 mit den Konstanten K,coj, ¢f; (4 € {1,....,n —1})
und der Lipschitz-Konstante cL, denn es gilt:

e Die Ubergangsmatrizen ®; der linearen Systeme y; = cBj(k)y; (j € {1,...,n}) erfiillen

15 m)] = e m)|
1@j41(L,m)|| = || @ 41 (1, m)|

K(caj)'™™ fiir alle 1 > m,

<
< K(eB)t™ fir alle 1 <m

fir alle j € {1,...,n — 1}.

e Fiir alle k € Z gilt F(k,cf%0,...,cfo~%k0) = 0 € RY. Des Weiteren ist fiir alle k € Z,
le{l,..nyund y = (Y1, ..., Yn),J = (U1, ..., Jn) € RY die Abschitzung

[F IR By (e, cRFohyy L R0y, ) — KRR (K, ok L dRoRg) |

n n
< FRLY Ry — Rl = D>y — gl = Ly — 7
=1 i=1
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erfiillt, wobei die Lipschitz-Konstante cL der Bedingung

0§cL<min{m:iE{l,...,n—l}}

genugt.

Wegen 1 € (co; +2KcL(n—1),¢8; —2KcL(n—1)) ist Satz 6.1.1 anwendbar. Die instabile
Mannigfaltigkeit Wi_i_]_,n von System (6.11) ist daher identisch mit dem globalen Pullback-
Attraktor von (6.11). Fiir die erste Aussage des Satzes muss also nur noch nachgewiesen
werden, dass

Witin(k) = F7FoOW, 1y (k) fiir alle k € Z (6.13)

gilt. Zunichst stellen wir fest, dass bei gegebener Losung p: I — RN (I ein Z-Intervall)
von (6.1) durch

(k) == R (k) fiir alle ke T
eine Losung von (6.11) gegeben ist, denn es gilt

ck+1_k0f(k, cko_kﬂ(kz)) = MRk k)
= Rk + 1) = ik + 1)

fiir alle k mit {k,k+ 1} C I. Ebenso liefert die Definition u(k) := cko=*ji(k) fiir alle k € I
eine Losung von (6.1), sofern fi : I — RY eine Losung von (6.11) ist. Fiir ein beliebig
gewihltes k € Z gilt daher unter Anwendung von Satz 5.2.1

T € V~Vi+17n(kz) & Es existiert eine 1™ -quasibeschriankte Losung fi : Z — RN

von (6.11) mit f(k) =z

& Es existiert eine Losung i : Z — RY von (6.11) mit ji(k) = z,
und *07 (- ) st (1) -quasibeschréinkt

< Es existiert eine (%)iquasibeschréinkte Losung p: Z — RY
von (6.1) mit p(k) = cfoFz

& R e e Wi (k)

&S x € ck_kOWHLn(k),

womit die Aussage (6.13) bewiesen ist. Ebenso zeigt man, dass fiir die stabile Mannigfal-
tigkeit Wy ; von System (6.11) die Beziehung

Wii(k) = F oWy (k) fir alle k € Z

erfiillt ist. Im Fall der Invertierbarkeit von System (6.1) gilt nach Satz 6.1.1 fiir den
Pullback-Attraktor Ay von System (6.12)

Ag(k) = Wi i(—k) = c " oWy ;(—k)  fiir alle k € Z,
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falls (6.12) das gemé&f Satz 6.1.1 zu (6.11) zeitinvertierte System ist. Um dies nachzuweisen,
setzen wir

G(k,y) == TR f(k, Fo~ky)  fir alle k € Z und y € RY,
Die Funktion G ist die rechte Seite von (6.11). Es gilt
G (k,y) = P =k, Fok=1y)  fiir alle k € Z und y € RY.
Das zeitinvertierte System hat daher die Gestalt
Yy =G =k —1,y) =c kRl 1 Fothy,

Damit sind alle Behauptungen des Satzes bewiesen. ([

Fiir die Differenzialgleichung (6.2) erhalten wir das folgende analoge Resultat:

6.2.2 Satz (Hauptsatz zur Approximation nichtautonomer Mannigfaltig-
keiten von Differenzialgleichungen): Fiir das System (6.2) setzen wir voraus, dass
eseini € {1,..,n — 1} und eine reelle Konstante ¢ mit

0€ (c+a;+2KL(n—1),c+ f; —2KL(n — 1))

gibt und dass die Lipschitz-Konstante L die Bedingung

0<L< D=9 ook \/iyK?

4K?(n—1)

erfiillt. Betrachten wir das durch die Spektraltransformation y = ‘=)z (t; € R)
entstandene System

§ o= ey el (g e oy)

6.14
= (B(t)+cl)y+ et F(t, e—clt=toly), (6.14)

so gilt folgende Beziehung zwischen dem globalen Pullback-Attraktor Ay von System
(6.14) und der Mannigfaltigkeit W1, von System (6.2):

Ay(t) = eTW, () fiir alle t € R,

Des Weiteren besteht folgender Zusammenhang zwischen dem Pullback-Attraktor As
des zu (6.14) zeitinvertierten Systems

§ = —ey— emeltHo) f(_g eelitto)y)
= —((B(=t) + cll)y + e=c(tt0) p(—t, ecltHto)yy)

und der Mannigfaltigkeit W, ; von System (6.2):

Ay(t) = e~ UHOW, o(—t)  fiir alle t € R.

Beweis: analog Satz 6.2.1. O
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6.2.3 Bemerkungen:
(i) Geniigt die Lipschitz-Konstante L der Beziehung

. Bi — :
< —_ — 2) . I
O_L<m1n{4K2(n_1)(2—l—K \/4-|-K) ie{l,..,n—1}%,

und ist das betrachtete System invertierbar, so sind sdmtliche Mannigfaltigkeiten mit
der in Kapitel 3 dargelegten Theorie zur Approximation von Pullback-Attraktoren
berechenbar. Die Mannigfaltigkeiten W ; und Wit (i € {1,...,n — 1}) lassen sich
mittels der Sétze 6.2.1 bzw. 6.2.2 approximieren, denn zu jedem i € {1,...,n — 1}
gibt es eine Zahl ¢(7) mit

1€ (c(i)(os + 2K L(n — 1)), c(i)(B; — 2KL(n — 1)))
bzw.
0 € (c(i) + a; + 2KL(n — 1), ¢(i) + 3 — 2K L(n — 1)).

Die Mannigfaltigkeiten W; ; (1 < i < j < n) ergeben sich, wie in den Séatzen 5.3.1
bzw. 5.5.1 bewiesen wurde, als Schnitt von W , mit W, ;.

(ii) Die Sétze 6.2.1 und 6.2.2 sind Verallgemeinerungen der Resultate aus Abschnitt 6.1
(man betrachte ¢ =1 bzw. ¢ = 0).

(iii) Die Transformationen in den Sétzen 6.2.1 und 6.2.2 heiflen Spektraltransformationen,
da sie bei linearen Systemen eine von ¢ abhéngige Verdanderung der Spektralintervalle
bewirken (zur Spektraltheorie fiir lineare Differenzengleichungen sieche AULBACH,
SIEGMUND [7, 8], fiir lineare Differenzialgleichungen siehe SIEGMUND [33, 34]).

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Spektraltransformation y = ¢* %0z aus Satz 6.2.1 nur
zur Berechnung der ko-Faser von W11, und W ; angewendet werden darf, da eine Ska-
lierung der Boxen nach Approximation des Pullback-Attraktors zu falschen Ergebnissen
fiithrt. Entsprechendes gilt auch fiir Satz 6.2.2.

6.2.4 Beispiel: Fiir die autonome Differenzengleichung

= 2
(6.15)

/

y = 95y
wollen wir mit dem Fortsetzungsalgorithmus die 0-Faser
WQQ(O) = {0} x R

der stark instabilen Mannigfaltigkeit W, o berechnen. Hierzu wenden wir eine Spektral-
transformation mit einer beliebigen Konstante kg € Z und ¢ := i an. Das transformierte
System lautet

(6.16)
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Wir setzen @ := Q((0,0),(l,l)), B := B(Q,10) und T := 1. Eine Approximation der
0-Faser des Pullback-Attraktors von (6.16) ist durch

1 1

p(k, — =|-—,— —1,1] fiir alle k>4 1
$h-Q = | -5 ] x 11 fur ate i > (6.17)
gegeben. Ist kg # 0, so miisste diese Menge nach Satz 6.2.2 noch mit ¢ skaliert werden,
um W o zu erhalten. Im Fall von kg < —4 ergébe sich Q. Ist kg > 4, so ist das Ergebnis
nach der Riicktransformation lediglich [—4, 15] X [~ 1%, 7] (siche Abbildung 6.5).

y y

b
L

ko < —4 ko=0 ko > 4
Abbildung 6.5: Ergebnisse nach der Riicktransformation

Diese vollig unterschiedlichen Resultate haben ihren Grund darin, dass eine Riicktrans-
formation die Spektraltransformation in einer bestimmten Weise riickgéngig macht. Wird
die Spektraltransformation zur Berechnung der ko-Faser der Mannigfaltigkeit W5 2 ange-
wendet (siehe Abbildung 6.5, Fall kg = 0), so ist dies mathematisch einwandfrei, denn in
diesem Fall stimmt der Pullback-Attraktor mit W, o in der ko-Faser iiberein.

6.3 Anwendbarkeit der Theorie bei Nicht-Standardsyste-
men

Die meisten Systeme aus den Anwendungen erfiillen die Standardvoraussetzungen aus den
Abschnitten 5.3 und 5.5 nicht. Dies liegt entweder daran, dass der Linearteil nicht entkop-
pelt ist oder dass die Nichtlinearitdt des Systems nicht der globalen Lipschitz-Bedingung
geniigt. In den Abschnitten 6.3.1 und 6.3.2 erweitern wir die Theorie zur Approximation
nichtautonomer Mannigfaltigkeiten auf Systeme von Differenzen- und Differenzialgleichun-
gen mit gekoppeltem Linearteil. In Abschnitt 6.3.3 erértern wir Abschneidetechniken, um
lokale Mannigfaltigkeiten zu erhalten und diese zu approximieren.

6.3.1 Systeme von Differenzengleichungen mit gekoppeltem Linearteil

In diesem Abschnitt betrachten wir die Differenzengleichung

() =m0 () (R, 09
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Hierbei sind B:Z — RVXN F - Z x RN x RV2  RM und Fy : Z x RN x RV2 — RM2
Abbildungen (N = N; + Ni). Weiterhin setzen wir voraus, dass Fi(k,0,0) = 0 und
F5(k,0,0) = 0 fiir alle ¥ € Z und dass die Matrix B(k) fiir alle k € Z invertierbar ist.
Ferner gelte:

(1) Voraussetzungen an den Linearteil: Fiir den Linearteil von (6.18) gibt es einen inva-
rianten Projektor P : Z — RM*N mit 1tk P = Ny, so dass die Ubergangsmatrix ®
der linearen Differenzengleichung 2’ = B(k)x die Abschétzungen

Ko™  fiir alle 1 > m,

KB=™ fiir alle [ <m

|8 (1, m)P(m]

<
[@(l,m)[1 = P(m)]|| <

mit reellen Konstanten K > 1 und a < ( erfiillt.

(2) Voraussetzungen an die Nichtlinearitéit: Fiir alle k¥ € Z und = = (x1,22), T =
(T1,79) € RN x RMN2 gilt

[F1(k, x1,22) = Fi(k,21,Z2)| < Loy — &1f| + Lllwz — 22 = Lz — 2|,
[Fa(k, x1, 22) — Fa(k, 21, Z2)| < Lllwy — &1f| + Lllwg — Z2 = L]z — 2|,

wobei die Lipschitz-Konstante L die Bedingung 0 < L < {;;KC;, erfiillt.

Fiir das System (6.18) schreiben wir auch kurz

¥ = B(k)x + F(k,x) = f(k, ).

6.3.1 Bemerkungen:

(i) Die Voraussetzungen an den Linearteil sind dquivalent dazu, dass das Dichotomie-
spektrum des linearen Systems a2/ = B(k)r unzusammenhingend ist bzw. dass
2’ = B(k)z eine nichthyperbolische exponentielle Dichotomie besitzt (sieche AUL-

BACH, SIEGMUND [7, 8]).

(ii) Die Invertierbarkeitsvoraussetzung an die Matrizen B(k) (k € Z) vereinfacht die
folgenden Uberlegungen. Prinzipiell sind die nachfolgenden Resultate auch ohne diese
Forderung zu erzielen (siehe POTZSCHE [28, Kapitel 1.5]).

Zur Entkopplung des Linearteils der Differenzengleichung (6.18) nutzen wir folgendes Lem-
ma aus SIEGMUND [37] (siche auch KALKBRENNER [23, Satz 2.3.2.4, S. 140-141)).

6.3.2 Lemma (Entkopplung des Linearteils): Das lineare System ' = B(k)z ist
vermdége einer Funktion S : 7 — RN*N invertierbarer Matrizen kinematisch &hnlich
zum linearen System

B (k)

2 = S(k+ DBE)S (k)e = ( ; Bﬁk) >g;
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Hierbei sind By : Z — RN*N yund By : Z — RNM*N2 Fynktionen invertierbarer
Matrizen. Es gilt

IS(E)|| < V2K und ||S~(k)|| < V2 fiir alle k € Z.

Des Weiteren erfiillen die Ubergangsmatrizen Wy und ¥, der linearen Differenzenglei-
chungen x| = Bi(k)x1 und zy, = By(k)xzo die Abschétzungen

2K ™™ fiir alle 1 > m,

<
< 2K28™  fiir alle 1 < m.

Beweis: Bis auf die Abschitzungen fiir die Ubergangsmatrizen des entkoppelten Systems
sind alle Behauptungen des Satzes und die Identitét

S(k)P(k)S™' (k) = < léjv”jvv ggxg > fiir alle k € Z
2 1 2 2

in SIEGMUND [37, Lemma 3.1] nachgewiesen. Fiir alle [ > m gilt nun

[aLm) = H(W’m) bty ) SEPORS )|

050 (MG g, ) serpims o]
|

|S(1)@(1,m)P(m)S~ (m)]|
IS@I @, m)Pm)]| IS~ (m)]] < 2K2a!~™.

IN

Analog ergibt sich ||Wy(l,m)|| < 2K23~™ fiir alle | < m. O

Zur Entkoppelung des nichtlinearen Systems (6.18) wenden wir die kinematische Ahn-
lichkeitstransformation y = S(k)x an (siche auch KALKBRENNER [23, Satz 2.3.3.2, S.
147-148]). Wir erhalten

1 Bi(k)yr + S (k + 1) Fy (k, S~ (k)y)

, , B (6.19)

v = Ba(k)ya+ SO (k+1)Fa(k, S~ (k)y),
wobei mit S (k) die ersten N; Zeilen und mit S (k) die letzten Ny Zeilen der Matrix
S(k) (k € Z) bezeichnet sind. Dieses System erfiillt die Voraussetzungen aus Abschnitt 5.3
mit n = 2, den Konstanten 2K?2, o, 3 und der Lipschitz-Konstante 2K L, denn Lemma
6.3.2 impliziert die Voraussetzungen fiir den Linearteil und fiir alle k¥ € Z und z,z € RN
gilt

1SD (& + 1) F1 (k, S~ (k)z) — S()(k:+1)F1(kS K)z)| <
ISk + 1) L[S~ ()(:vff)ll < 2KL[z —z|,
1S@ (k + 1) Fa (k, S~  (k)z) — S()(k+1)F2(kS k)z)| <
IS+ DI LIS~ (k) (z—2)| < 2KL|z—z|.
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Die Bedingung an die Lipschitz-Konstante 2K L < g;(‘; folgt aus L < 1%;{03 Bezeichnet A

die allgemeine Losung von (6.18), so ist die allgemeine Vorwirtslésung von (6.19) durch
Ak; g, ) = S(k)A(k; k, S™H(k)z)  fiir alle k,x € Z (k> k) und = € RY
gegeben, denn es gilt fiir alle k,x € Z (k > k) und € RY
Sk +1)f(k, ST k) Ak w,2)) = S(k+1)f(k,A(k; 5, S (k)x))
= S(k+ DAk + 15,8 (r)z)

= Mk+ 1;k,2)

und A(k; &, ) = S(k)A(k; K, S~ (K)Z) = 2. ) .
Nach Satz 5.3.1 existieren die nichtautonomen Mannigfaltigkeiten ;1 und Wa 5 fiir das
System (6.19), die sich nach Wahl von § € (8K*L, Bg—a} fir jedes v € [a+ 6,8 — 0]
folgendermaflen charakterisieren lassen:

WLl = {(Ii,f) SA(- i K, &) ist 'y+—quasibeschréinkt},

Wao = {(x,€) : Es existiert eine Lésung N(-5k,8) : Z — RY von (6.19)

mit \*(k; £, &) =€, und N*(-;k, &) ist 7_—quasibeschréinkt}.

Der folgende Satz besagt, dass auch fiir das System (6.18) nichtautonome Mannigfaltig-
keiten mit den entsprechenden dynamischen Charakterisierungen existieren.

6.3.3 Satz (Existenz nichtautonomer Mannigfaltigkeiten fiir das System
(6.18)): Die nichtautonomen Mengen W 1 und W o, die durch

Wia(k) = S HE)W (k)
Wao(k) = S HE)Waao(k) fiir alle k € Z

definiert sind, sind invariante Faserbiindel von System (6.18) mit

Wii = {(k,€) : A(+;k,€) ist v*-quasibeschrénkt},
Wao = {(k,&): Es existiert eine Losung \*(-;k,§) : Z — RY von (6.18)
mit \*(k; k,&) =&, und \*(-;k,§) ist ’y_—quasibeschréinkt}

fiir jede Zahl v € [a+ 8, 5 — 0].

Beweis: Zum Nachweis der Invarianz von Wi sei k € Z und = € W, (k) beliebig
vorgegeben. Fiir alle k > x (oder k € Z bei Invertierbarkeit von (6.18)) gilt nun

Mk; 5, @) = S k) A(k; 5, S(k)z ) € S™H(RYWL1(R) = Wi (k),
—~
EWr1(k)
da Wi unter (6.19) invariant ist. Weiterhin gilt wegen |S| < oo fiir alle (x,£) € Z x RY
A3k, &) ist yT-quasibeschrinkt < S(-)A(-;k, &) ist y-quasibeschrinkt

& 5\( -1k, S(K)E) ist v -quasibeschrinkt
& S(k)E e Wii(k)
= f (S W171(/£).
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Die Aussagen fiir W, » lassen sich analog nachweisen. O

Unser Ziel ist nun die Berechnung der Mannigfaltigkeiten ;1 und Wh . Aus dem vo-
rigen Abschnitt wissen wir, dass die Mengen Wl,l und WQ’Q mit den globalen Pullback-
Attraktoren transformierter Systeme verwandt sind. Wir untersuchen daher das Verhalten
von Pullback-Attraktoren unter Ahnlichkeitstransformationen.

6.3.4 Lemma (Pullback-Attraktoren unter kinematischen Ahnlichkeits-
transformationen): Gegeben seien eine Funktion S : Z — RN*N invertierbarer
Matrizen mit |S| < oo und eine Funktion g : Z x RN — RN. Wir betrachten die
Differenzengleichung

2 =gk, ) (6.20)
und das kinematisch d@hnlichkeitstransformierte System
' =S(k+1)g(k, S (k)z). (6.21)

Dann besitzt (6.20) genau dann einen globalen Pullback-Attraktor, wenn (6.21) einen
globalen Pullback-Attraktor besitzt. Ist dies der Fall, so ist der Zusammenhang
zwischen dem globalen Pullback-Attraktor A von System (6.20) und dem globalen
Pullback-Attraktor A von System (6.21) durch

A(k) = S(k)A(k) fiir alle k € Z

gegeben.

Beweis: Da (6.20) auch durch eine kinematische Ahnlichkeitstransformation (néamlich der
inversen Transformation S~!) aus (6.21) hervorgeht, geniigt es, eine Richtung zu beweisen.
Offensichtlich ist die allgemeine Vorwértslosung von (6.21) durch

fk; ke, ) = S(k)u(k; k, S~Y(k)z) fiir alle k,k € Z (k> k) und z € RY
gegeben, sofern p die allgemeine Losung von (6.20) bezeichnet. Wir zeigen nun, dass durch
A(k) := S(k)A(k) fir alle k € Z

der globale Pullback-Attraktor von (6.21) gegeben ist, falls A den globalen Pullback-
Attraktor von (6.20) bezeichnet:

(i) Der Nachweis der Invarianz von A unter System (6.21) ist wie im Beweis von Satz 6.3.3
zu fiihren.

(ii) A ist abgeschlossen, da die lineare Abbildung S(k) : RV — RY fiir alle k € Z ein
Homo6omorphismus ist.

(iii) Sei K ein Erzeuger von A. Da K beschrénkt ist, gibt es ein M; > 0 mit ||z| < M;
fiir alle z € K. Wir zeigen nun, dass die Menge Ujy,|5/(0) ein Erzeuger von A ist. Sei
dazu C C RY eine beliebige kompakte Menge. Wegen der Beschrinktheit von C existiert
ein My > 0 mit ||z]| < M; fiir alle # € C. Dariiber hinaus gibt es wegen der kompakten
Erzeugbarkeit von A unter System (6.20) eine Zahl 7 (K, Uy, 5(0)) > 0, so dass fiir alle
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k€ Zund alle k > T (K,Upp,5/(0))
p(ks & —k, A(k — k) N K) D A(k) N Upp,)s(0)
T(K,Up,s)(0))
fi(kik —k, Ak — k) N Upps(0) D sk —k,S(k—k)(A(k — k) N K))
(k)p(k;k —k, A(k — k) N K)
S(k) (A(r) N Urp5/(0))
o> S(k)A(K)NC = A(k)NC.

gilt. Hieraus folgt fiir alle x € Z und alle k >

I
n =

R

A ist daher unter System (6.21) kompakt erzeugbar.

(iv) AbschlieBend weisen wir nach, dass Z x C' € Dp(A) fiir jede kompakte Menge C C RY
gilt. Hierzu seien x € Z und eine kompakte Menge C' C RY beliebig gewihlt. Da C
beschrankt ist, gibt es ein M3 > 0 mit ||z|| < M3 fir alle € C. Die Behauptung folgt aus

A(lki k= k. C)A(R) < 1S1d(S™ W)k — k. C)[S ™ A(x))
= |9 d(u(/-i; k—k, S k- k:)C’)|A(/<;))
S| d(p(r; & — k, Upgy)5)(0))]A(x))

durch den Grenziibergang k — oo, denn Z x Uy, s/(0) € Dp(A). O

IN

Das Analogon zu Satz 6.2.1 fiir die Differenzengleichung (6.18) lautet wie folgt:

6.3.5 Satz (Approximationssatz fiir Differenzengleichungen mit gekoppel-
tem Linearteil): Fiir das System (6.18) setzen wir voraus, dass es eine reelle Kon-
stante ¢ > 0 mit

1€ (c(a+8K3L)),c(B —8K>L))
gibt und dass die Lipschitz-Konstante L die Bedingung

B -

L
< 32K5

S(2+42K% - 2y/1+ KY) (6.22)

erfiillt. Betrachten wir das durch die Spektraltransformation y = c**ox (kg € Z)
entstandene System

y =R (R, Ry, (6.23)

so gilt folgende Beziehung zwischen dem globalen Pullback-Attraktor Ay von System
(6.23) und der Mannigfaltigkeit Wh o von System (6.18):

Ay (k) = F oWy (k) fiir alle k € Z.

Ist dariiber hinaus das System (6.18) invertierbar, so gilt folgender Zusammenhang
zwischen dem globalen Pullback-Attraktor Ay des zu (6.23) zeitinvertierten Systems

Y = Rkl oty (6.24)
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und der Mannigfaltigkeit W 1 von System (6.18):

Ay(k) = cF oW,y (—k)  fiir alle k € 7

Beweis: Aus (6.22) folgt 2K L < (ZKQ) 5(2+2K? — /4 + 4K*). Daher lisst sich Satz 6.2.1

auf das zu (6.18) kinematisch dhnlichkeitstransformierte System (6.19) anwenden. Dieser
Satz besagt, dass fiir den globalen Pullback-Attraktor A des zu (6.19) spektraltransfor-
mierten Systems

y = RSk + 1) f (k, RS (k)y) (6.25)
die Beziehung
A(k) = FRoW, o (k) fiir alle k € Z

erfiillt ist. Da sich System (6.23) durch die kinematische Ahnlichkeitstransformation S~1
aus System (6.25) ergibt, impliziert Lemma 6.3.4 folgende Beziehung fiir den Pullback-
Attraktor von (6.23):

Ay (k) = STHER)A(K) = "R STHE) W9 (k) = FTROW, o (k) fiir alle k € Z

Die entsprechende Aussage fiir das System (6.24) lisst sich analog nachweisen. O

6.3.2 Systeme von Differenzialgleichungen mit gekoppeltem Linearteil

In diesem Abschnitt betrachten wir die Differenzialgleichung

T Ty Fi(t,xq,22) >
. ) =Bt + . 6.26
< To ) ®) ( T2 ) ( Fy(t,x1,22) (6.26)
Hierbei sind B : R — RYXN [ : R x RM x RM2 - RM und F, : R x RM x RN2 — RN

stetige Abbildungen (N = N; + Na) mit F3(¢,0,0) = 0 und F5(¢,0,0) = 0 fiir alle ¢t € R.
Ferner gelte:

(1) Voraussetzungen an den Linearteil: Fiir den Linearteil von (6.26) gibt es einen inva-
rianten Projektor P : R — RN¥*N mit tk P = Ny, so dass die Ubergangsmatrix ®
der linearen Differenzialgleichung & = B(t)x die Abschitzungen

|®(t,s)P(s)]| < Ke*) fiir alle ¢ > s,
|®(t,s)[1L — P(s)]|| < Ke’*=) fiiralle t <s
mit reellen Konstanten K > 1 und o < (8 erfiillt.

(2) Voraussetzungen an die Nichtlinearitét: Fiir alle t € R und z = (x1,292), T =
(Zi17j:2) € RM x RN gilt

HFl(t,fL’l,.’EQ) - F]_(t,if’l,i'g)”
[ F2(t 21, 22) — Fa(t, 71, T2) ||

L|lzy — 21]| + Ll|ze — Z2|| = Ll|x — z||,
L|lzy — 21]| + L||ze — Z2|| = Ll|x — z||,

IN A

erfiillt.

wobei die Lipschitz-Konstante L die Bedingung 0 < L < 16 K3
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Fiir das System (6.26) schreiben wir auch kurz
&= B(t)x+ F(t,z) = f(t,x).

6.3.6 Bemerkung: Die Voraussetzungen an den Linearteil sind dquivalent dazu, dass
das Dichotomiespektrum des linearen Systems @ = B(t)x unzusammenhéngend ist bzw.
dass & = B(t)z eine nichthyperbolische exponentielle Dichotomie besitzt (siehe SIEGMUND
[33, 34]).

Zur Entkopplung des Linearteils der Differenzialgleichung (6.26) nutzen wir folgendes Lem-
ma aus SIEGMUND [38] (sieche auch COPPEL [13]).

6.3.7 Lemma (Entkopplung des Linearteils): Das lineare System & = B(t)x ist
vermoge einer Funktion S : R — RV*N invertierbarer Matrizen kinematisch dhnlich
zum linearen System

&= (St)S7L(t) + St)B(t)ST(t)z = ( Blo(t) Bgo(t) ) o

Hierbei sind By : R — RM*Nt yund By : R — RN2*N2 Matrizenfunktionen. Es gilt
IS#)|| < V2K und ||S7t)|| < V2 fiir alle t € R.

Des Weiteren erfiillen die Ubergangsmatrizen W1 und Wy der linearen Differenzialglei-
chungen 1 = Bi(t)x1 und &9 = By(t)xy die Abschéitzungen

|1t s)| < 2K2e*9)  fiir alle t > s,
[Wa(t,s)|| < 2K2e°5)  fiir alle t < s.

Beweis: Analog zur Vorgehensweise im Beweis von Satz 6.3.2 ldsst sich Lemma 2.3 aus
SIEGMUND [38] erweitern. O

Zur Entkoppelung des nichtlinearen Systems (6.26) wenden wir die kinematische Ahnlich-
keitstransformation y = S(¢)z an (siche auch KALKBRENNER [23, Satz 1.3.4.2, S. 78-80]).
Wir erhalten

i1 = Bi(t)yr +SO@)Fi(t, S~ (1))

jo = Ba(t)ya+ S () Fa(t, S7H(t)y), (6.27)

wobei mit S™ () die ersten Ny Zeilen und mit S (¢) die letzten Ny Zeilen der Matrix S(t)
(t € R) bezeichnet sind. Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 6.3.1 zeigt man, dass
dieses System die Voraussetzungen aus Abschnitt 5.5 mit n = 2, den Konstanten 2K?2, o, 3
und der Lipschitz-Konstante 2K L erfiillt. Nach Satz 5.5.1 existieren die nichtautonomen
Mannigfaltigkeiten VNVM und ng fiir das System (6.27), die sich nach Wahl von § €
(8K3L, ﬁ%a] fiir jedes v € [a+ 9, 5 — 0] folgendermaflen charakterisieren lassen:

3

Wi = {(7,€) : A(+;7,€) ist v"-quasibeschrénkt },
Wao = {(r,9): A( -7, &) st v~ -quasibeschréinkt }.
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Der folgende Satz besagt, dass auch fiir das System (6.26) nichtautonome Mannigfaltig-
keiten mit den entsprechenden dynamischen Charakterisierungen existieren.

6.3.8 Satz (Existenz nichtautonomer Mannigfaltigkeiten fiir das System
(6.26)): Die nichtautonomen Mengen W 1 und W o, die durch

Wiat) == STHtOWia(t),
Waao(t) = S Ht)Whaal(t) fiir alle t € R

definiert sind, sind Integralmannigfaltigkeiten von System (6.26) mit

Wi1 = {(7,5) s A( T, &) st 'y+—quasibeschréinkt},
Whao = {(T, &) N(-57,&) Ist 'y_—quasibeschréinkt}

fiir jede Zahl vy € [ac+ 8, 5 — d].

Beweis: analog Satz 6.3.3. O

Unser Ziel ist nun die Berechnung der Mengen W 1 und W, . Hierzu untersuchen wir das
Verhalten von Pullback-Attraktoren unter kinematischen Ahnlichkeitstransformationen.

6.3.9 Lemma (Pullback-Attraktoren unter kinematischen Ahnlichkeits-
transformationen): Gegeben seien eine differenzierbare Funktion S : R — RV*N
invertierbarer Matrizen mit |S| < oo und eine Differenzialgleichung

z=g(t,x) (6.28)

mit einer Funktion ¢ : R x RN — RY | die den Voraussetzungen des Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes 1.3.5 geniigt. Des Weiteren betrachten wir das kinematisch dhn-
lichkeitstransformierte System

i =SS~ (t)x + S(t)g(t, S~ (t)z). (6.29)

Dann besitzt (6.28) genau dann einen globalen Pullback-Attraktor, wenn (6.29) einen
globalen Pullback-Attraktor besitzt. Ist dies der Fall, so ist der Zusammenhang
zwischen dem globalen Pullback-Attraktor A von System (6.28) und dem globalen
Pullback-Attraktor A von System (6.29) durch

A(t) = S(t)A(t) fiir alle t € R

gegeben.

Beweis: analog Lemma 6.3.4. (I

Das Analogon zu Satz 6.2.2 fiir Differenzialgleichungen mit gekoppeltem Linearteil lautet
wie folgt:



6.3 Anwendbarkeit der Theorie bei Nicht-Standardsystemen 105

6.3.10 Satz (Approximationssatz fiir Differenzialgleichungen mit gekop-
peltem Linearteil): Fiir das System (6.26) setzen wir voraus, dass es eine reelle
Konstante ¢ mit

0Oc(c+a+8K3L,c+ [ —8K3L)
gibt und dass die Lipschitz-Konstante L die Bedingung
00—«

L<W(2+2K2—2 1+ K*)

erfiillt. Betrachten wir das durch die Spektraltransformation y = e“*-%)z (t; € R)
entstandene System

§ = cy + eUT0) f(¢ emell=to)y), (6.30)

so gilt folgende Beziehung zwischen dem globalen Pullback-Attraktor Ay von System
(6.30) und der Mannigfaltigkeit Wh o von System (6.26):

Ay (t) = etWy o (1) fiir alle t € R.

Des Weiteren besteht folgender Zusammenhang zwischen dem globalen Pullback-
Attraktor Ay des zu (6.30) zeitinvertierten Systems

und der Mannigfaltigkeit W) 1 von System (6.26):

Ay(t) = e W, (—t) fiir alle t € R.

Beweis: analog Satz 6.3.5. O

6.3.3 Verwendung von Abschneidetechniken

Nur eine sehr kleine Klasse von Systemen erfiillt die in Kapitel 5 gestellten globalen Vo-
raussetzungen an die Nichtlinearitéit. Um dennoch die Existenzresultate fiir nichtautonome
Mannigfaltigkeiten anwenden zu kénnen, werden Systeme durch Abschneidetechniken so
modifiziert, dass sie auf einer Nullumgebung unveréndert bleiben und die Standardvoraus-
setzungen erfiillen. Auf diese Weise erhilt man lokale Ergebnisse fiir die urspriinglichen
Systeme.

Grundlegend fiir unsere Betrachtungen in diesem Abschnitt sind Differenzengleichungen
v = B(k)x + F(k,z) = f(k, ) (6.31)

der Form (6.1) (mit entkoppeltem Linearteil) oder (6.18) (mit gekoppeltem Linearteil)
bzw. Differenzialgleichungen

t=B(t)x+ F(t,z) = f(t,x) (6.32)
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der Form (6.2) (mit entkoppeltem Linearteil) oder (6.26) (mit gekoppeltem Linearteil). Es
gelten die an diese Gleichungen gestellten Voraussetzungen an den Linearteil (1), die Be-

dingungen fiir die Nichtlinearitéit seien jedoch nur auf einer quaderférmigen Nullumgebung
Q = Q(0,7) (r € (RM)N) erfiillt:

(2) Voraussetzungen an die Nichtlinearitét: Es gilt die Abschitzung

n
IFi(t, 21, ooy n) = Fi(t, 21, Tn)|| S LY ||y — 25| = Lz — 2
j=1

firallet e T (=R,Z),i€{1,...,n} und z = (z1,...,2p), T = (T1, ..., Tp) € Q.
Die von uns in diesem Abschnitt als Abschneidefunktionen verwendeten Quader-
Retraktionen p(@ : RV — RY sind durch
IO(Q) ($17 ) $N) = (p1($1)7 E) PN(xN))
mit

z polel < :
pi i R >R, pi(x) = { . | > s fir alle ¢ € {1,...,N}

definiert. Anstelle von Retraktionen werden vielfach ,,cut-off“-Funktionen eingesetzt, ins-
besondere, wenn man an Glattheitsfragen interessiert ist (siehe POTzSCHE [28, Abschnitt
2.3]).

Das folgende Lemma besagt, dass Quader-Retraktionen einer globalen Lipschitz-
Bedingung mit Lipschitz-Konstante 1 gentigen:

6.3.11 Lemma: Fiir die Retraktion p(@) : RN — RN gilt

19D () — p Q)| < |z —y| fir alle z,y € RV.

Beweis: Es gilt:

||P(Q)($) - P(Q)(Q)H = ||(/)1(£U1) —p1(y1), - pN(ZN) — PN(Z/N))H
N N
= S lpil@) = pily)l <3 lwi —wil =z —yl.
=1 =1

0

Der folgende Satz beschreibt die Existenz lokaler invarianter Faserbiindel fiir das System
(6.31).

6.3.12 Satz (lokale invariante Faserbiindel von Differenzengleichungen):
Gegeben sei eine nichtautonome Differenzengleichung der Form (6.31). Dann gibt es

lokale Faserbiindel Wll‘;c (1 <i < j <n),die im folgenden Sinne invariant sind: Ist
(r,&) € Wiee, so gilt (ko, A(ko; 1, €)) € Wi fiir ko > k, falls A(k; €) € Q(0,r) fiir alle

k < k < ko. Ist (6.31) invertierbar, so gilt diese Aussage auch fiir ko < k.
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Beweis: Wir betrachten die Differenzengleichung
¢’ = B(k)x + F(k, z), (6.33)

wobei F : Z x RN — RN durch F(k,z) := F(k,p(@(z)) fiir alle k € Z und =z € RN
definiert ist. Dieses System erfiillt die globalen Voraussetzungen an die Nichtlinearitét,
denn es gilt

|k 2) — Pk o) = [F(kp @) - F(k, o (@))]
< LIp Q@) - p Q@) "< Lz -2

fir alle 2,7 € RY. Wir erhalten daher aufgrund der Siitze 5.3.1 oder 6.3.3 die invarianten
Faserbiindel W; ; (1 <i < j < n) und definieren

Wll(;c(k) =Q(0,r)NW; (k) firalle 1<i<j<nundkeZ.

Diese Mengen sind im obigen Sinne invariant, da W; ; unter System (6.33) invariant ist
und die Systeme (6.31) und (6.33) auf der Menge Z x Q(0,r) iibereinstimmen. O

Fiir Differenzialgleichungen erhalten wir das folgende analoge Resultat:

6.3.13 Satz (lokale Integralmannigfaltigkeiten von Differenzialgleichun-
gen): Gegeben sei eine nichtautonome Differenzialgleichung der Form (6.32). Dann
gibt es lokale Integralmannigfaltigkeiten Wf‘;c (1 <i<j<n), die im folgenden Sin-
ne invariant sind: Ist (1,€) € Wff’jc, so gilt (to,)\(to;/-@,g)) € Wzlgc fiir tg € R, falls
At; &) € Q(0,r) fiir alleT <t <ty (to > 7) bzw. to <t <7 (to < 7) gilt.

Beweis: analog Satz 6.3.12. (]

Das folgende Beispiel illustriert die Verwendung von Spektraltransformationen und Ab-
schneidetechniken anhand einer dreidimensionalen Differenzialgleichung.

6.3.14 Beispiel: Fiir die dreidimensionale nichtautonome Differenzialgleichung

& = —x+cos(t)(z? +y?+2?2)
= arctan(t)(z? + 2?2)

% = z+ arctan(t)y?

berechnen wir nun mit der in diesem Kapitel entwickelten Theorie in einer hinreichend klei-
nen Nullumgebung Fasern einer zentral-stabilen und zentral-instabilen Mannigfaltigkeit,
sowie einer Zentrumsmannigfaltigkeit. Mit den Werten n = 3, a; = —1, 61 =0, as = 0,
B2 =1 und K = 1 sind die Standardvoraussetzungen an den Linearteil dieser Gleichung
erfiillt. Die Voraussetzungen an die Nichtlinearitit gelten aufgrund des Mittelwertsat-
zes innerhalb des 3-Quaders @Q = Q((0,0,0), (0.03,0.03, 0.03)). Die in den Abbildungen
6.6 bis 6.8 dargestellten Fasern einer zentral-stabilen und zentral-instabilen Mannigfaltig-
keit wurden mit dem Unterteilungsalgorithmus approximiert. Hierbei wurde das System
zuniichst, wie im Beweis von Satz 6.3.12 beschrieben, durch die Retraktion p(?) modi-
fiziert. Anschliefend wurden die Mannigfaltigkeiten geméfl Satz 6.2.2 unter Anwendung
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von Spektraltransformationen mit ¢ := 0.5 (fiir die zentral-instabile Mannigfaltigkeit) und
¢ := —0.5 (fiir die zentral-stabile Mannigfaltigkeit) berechnet. Die in der Abbildung 6.9
dargestellten Fasern einer Zentrumsmannigfaltigkeit ergaben sich als Schnitte der entspre-
chenden Fasern der zentral-stabilen und der zentral-instabilen Mannigfaltigkeit.

Abbildung 6.6: —5-Faser einer Abbildung 6.7: 0-Faser einer
zentral-stabilen und zentral-instabilen zentral-stabilen und zentral-instabilen
Mannigfaltigkeit Mannigfaltigkeit

z
X
y

Abbildung 6.8: 5-Faser einer Abbildung 6.9: Fasern einer
zentral-stabilen und zentral-instabilen Zentrumsmannigfaltigkeit
Mannigfaltigkeit
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6.3.15 Bemerkungen:

(i)

Fiir Systeme der Form (6.31) oder (6.32) sind Zentrumsmannigfaltigkeiten und Man-
nigfaltigkeiten, die Zentrumsmannigfaltigkeiten enthalten (wie beispielsweise zentral-
stabile und zentral-instabile Mannigfaltigkeiten) im Allgemeinen selbst lokal nicht
eindeutig (siche AULBACH [2, Beispiel 8.5.8] oder HALE, Kogak [21, Example
10.13]). Die Zentrumsmannigfaltigkeit eines durch eine Abschneidefunktion modi-
fizierten Systems ist jedoch eindeutig. Verschiedene Abschneidetechniken liefern in
der Regel verschiedene Zentrumsmannigfaltigkeiten. In CHOw, L1, WANG [12, Chap-
ter 1, Theorem 3.6] wird fiir autonome Differenzialgleichungen gezeigt, dass es fiir
jede Zentrumsmannigfaltigkeit eine Abschneidefunktion gibt, so dass die globale Zen-
trumsmannigfaltigkeit des modifizierten Systems lokal mit der vorgegebenen Zen-
trumsmannigfaltigkeit iibereinstimmt.

Die Definition von globalen Mannigfaltigkeiten fiir Systeme der Form (6.31) oder
(6.32) ist nur fir Mannigfaltigkeiten, die nicht die Zentrumsmannigfaltigkeit enthal-
ten, problemlos durchfithrbar. Hierbei wahlt man entweder den Weg iiber die dyna-
mische Charakterisierung dieser Mannigfaltigkeiten oder man betrachtet die globa-
len Mannigfaltigkeiten als Fortsetzung der lokalen Mannigfaltigkeiten. Bei zentralen
Mannigfaltigkeiten sind solche Konzepte nicht moglich (siehe AULBACH [2, Beispiel
8.5.6]). Statt dessen fordert man fiir autonome zentrale Mannigfaltigkeiten Invarianz
und Tangentialitdt zu dem entsprechenden linearen Unterraum. Eine nichtautono-
me Verallgemeinerung ist mit den in AULBACH, SIEGMUND [7, 8] bzw. SIEGMUND
[33, 34] eingefiihrten linearen Spektralmannigfaltigkeiten moglich.






Kapitel 7
Beispiele

In diesem Kapitel betrachten wir zwei klassische Beispiele aus der Theorie der dynamischen
Systeme. In Abschnitt 7.1 berechnen wir eine stabile und eine stark stabile Mannigfaltigkeit
des Lorenz-Systems. Fiir die periodisch angeregte Duffing-van-der-Pol-Gleichung weisen
wir in Abschnitt 7.2 numerisch die Verzweigung eines nichtautonomen Attraktors nach.

7.1 Approximation einer stark stabilen Mannigfaltigkeit des
Lorenz-Systems

Das von dem Meteorologen Lorenz 1963 vorgeschlagene dreidimensionale autonome Sys-
tem

z = o(y—x)
] = pTr—Y—TZ

z = —fz+uay

hat fiir den Parameterbereich § > 0 und p > 1 die drei Ruhelagen r := (0,0,0),
ry = (VB(p—1)./Blp—1).p — 1) und 13 := (=/B(p— 1), —=/Blp—1),p — 1) (sie-

he GUCKENHEIMER, HOLMES [19, Chapter 2.3]). Die Linearisierung des Systems in der
Ruhelage r; betrigt

—o o 0
D= p -1 0
0o 0 -p
Fiir die von Lorenz vorgeschlagene Parameterkonstellation o = 10,p = 28 und 8 = %

hat D die Eigenwerte Ay ~ —22.8, Ay &~ —2.7 und A3 = 11.8. Die stabile Mannigfal-
tigkeit des Ursprungs hat daher die Dimension zwei. Sie hat eine eindimensionale, zum
Figenwert A1 gehorige, stark stabile Untermannigfaltigkeit. Zur Berechnung dieser bei-
den Mannigfaltigkeiten approximieren wir in der Hauptbox @ = Q((O, 0,0), (25,25, 25))
die Pullback-Attraktoren des zeitinvertierten Systems aus Satz 6.1.2 und des zeitinver-
tiert und spektraltransformierten Systems aus Satz 6.2.2 (¢ := 3). Da das Lorenz-System
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nicht die Voraussetzungen dieser beiden Sétze erfiillt, ist es nicht gesichert, dass die in
der folgenden Abbildung dargestellten Berechnungsergebnisse den von uns betrachteten
Mannigfaltigkeiten entsprechen.

Abbildung 7.1: stabile und stark stabile Mannigfaltigkeit der Ruhelage 1 aus zwei
verschiedenen Perspektiven

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Berechnung dieser Mannigfaltigkeiten
mit rein autonomer Theorie nicht moglich ist, da die Spektraltransformationen das Lorenz-
System in ein nichtautonomes System iiberfiihren.
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7.2 Verzweigung nichtautonomer Attraktoren bei der
Duffing-van-der-Pol-Gleichung

Wir betrachten die von den Parametern «, 5 € R abhéngige Duffing-van-der-Pol-Gleichung

3'31:3:2

Ty = —x1+ Bxg — x%(xl + x2) + accos <gt> )

Diese Differenzialgleichung beschreibt einen nichtlinearen Oszillator. Fiir die Duffing-van-
der-Pol-Gleichung ohne periodische Anregung (o = 0) ist es bekannt (siche HOLMES,
RAND [22]), dass fiir Werte 5 < 0 die Ruhelage (0,0) asymptotisch stabil ist. Bei 5 = 0
findet eine Hopf-Verzweigung statt. Die Ruhelage (0, 0) wird instabil und verzweigt in einen
asymptotisch stabilen periodischen Orbit. Dies bedeutet, dass auch eine Verzweigung von
Attraktoren stattfindet. Fiir Werte 8 < 0 ist {0} ein lokaler Attraktor des Systems. Ist
B > 0, so ist das Innengebiet des periodischen Orbits ein lokaler Attraktor. Die Abbildun-
gen 7.2 bis 7.4, in denen der autonome Attraktor fiir die Werte 8 = —0.2,0,0.2 mit dem
Unterteilungsalgorithmus berechnet wurde, verdeutlichen dies.

15 15
1r 1r

05 05l

> 0r - > 0r .

-05 -0.5
1 1

35 a4 05 0 05 1 15 35 = 05 0 05 1 15
Abbildung 7.2: Approximation des Abbildung 7.3: Approximation des

Attraktors (a« =0, § = —0.2) Attraktors (a« =0, §=0)

Aufgrund der theoretischen Resultate 157
miissten die Abbildungen 7.2 und 7.3 iden-
tisch sein. Da die Ruhelage (0,0) fiir den
Parameterwert 3 = 0 nicht hyperbolisch os}
ist, ist die Konvergenz des Unterteilungsal-
gorithmus sehr schlecht. Obwohl eine sehr
groe Schrittweite T des Verfahrens gewéhlt .|
wurde, ist in diesem Fall die Approximation
nicht zufriedenstellend.

I I I 1 ]
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
X

Abbildung 7.4: Approximation des
Attraktors (« =0, 5 =0.2)
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Fiir die mit dem Parameter « := 0.25 periodisch angeregte Gleichung wollen wir nun un-
tersuchen, ob das Verzweigungsszenario prinzipiell erhalten bleibt. Hierzu berechnen wir
den Pullback-Attraktor dieser Gleichung im erweiterten Phasenraum in dem 3-Quader
Q((O, 0,0), (2,2, 2)) Wie die folgenden Abbildungen zeigen, bewirkt die periodische Anre-
gung, dass die Ruhelage in einen periodischen Orbit iibergeht. Dieser ist fiir kleine Werte
[ asymptotisch stabil und wird bei Anwachsen von ( instabil. Die Fasern des Pullback-
Attraktors verzweigen von einem Punkt zu einer sich periodisch &ndernden Scheibe.

Abbildung 7.5: Approximation des Abbildung 7.6: Approximation des
Pullback-Attraktors (o = 0.25, § = —0.2) Pullback-Attraktors (aw = 0.25, § = 0)

Abbildung 7.7: Approximation des
Pullback-Attraktors (o = 0.25, 8 = 0.2)
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